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CALCUL INTÉGRAL. 


ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 


CHAPITRE L 


ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 
DU PREMIER ORDRE A UNE INCONNUE. 


‘ I. — Préliminaires. 


On appelle équations,aux dérivées partielles (et quelque- 
fois, dans les anciens auteurs, équations aux différences par- 
telles) celles dans lesquelles les inconnues sont des fonctions 
de plusieurs variables indépendantes, ces équations pouvant 
contenir : 1° les variables, 2° les fonctions inconnues, 3° les 
dérivées partielles des fonctions inconnues. 

L'ordre d’une équation aux dérivées partielles est m quand 
il y entre au moins une dérivée d'ordre m d’une fonction 
inconnue, sans qu'il y entre de dérivée d'un ordre plus élevé. 

Les solutions d’une équation ou de plusieurs équations 
simultanées aux dérivées partielles portent le nom d’inté- 
grales de cette ou de ces équations. 

L. — Traite d’Analyse, VI. I 
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Les intégrales peuvent être données sous forme implicite 
ou sous forme explicite. La solution la plus générale d’une 
équation ou d’un système d'équations aux dérivées partielles 
porte le nom d'ëntégrale générale. 

Les équations aux dérivées paruelles portent aussi le nom 
d'équations différentielles ; quand il peut en résulter quelque 
confusion, les équations différentielles qui ne renferment pas 
de dérivées partielles, et qui sont celles que nous avons étu- 
diées jusqu’à présent, portent alors le nom d'équations diffé- 
rentielles ordinaires. 

La théorie des équations aux dérivées partielles comprend, 
dans l’état actuel de la Science, deux parties bien tranchées : 
la première partie est relative à la théorie des équations du 
premier ordre à une seule fonction inconnue; cette partie est 
pour ainsi dire un complément de la théorie des équations 
différentielles ordinaires à plusieurs inconnues : c’est une des 
théories les plus parfaites du Calcul intégral; la seconde 
partie, au contraire, est presque entièrement à faire, elle est 
encore actuellement hérissée de paradoxes et de difficultés. On: 
sait intégrer les équations du premier ordre à une inconnue, 
en ce sens qu'on peut ramener leur résolution à l’intégration 
d'équations différentielles ordinaires ou à la résolution de 
questions encore moins compliquées. C’est à peine si l’on sait 
intégrer quelques équations fort simples d'ordre supérieur. 

Nous nous occuperons donc spécialement, et tout d'abord, 
des équations du premier ordre, et en particulier des équa- 
tions linéaires. 

Une équation est linéaire quand les dérivées des fonctions 
inconnues y entrent seulement au premier degré. 


II. — Méthode de Lagrange pour l'intégration des équations 
linéaires du premier ordre. 


La théorie des équations linéaires du premier ordre est due 
à Lagrange [ Mémoires de l’Académie de Berlin, 1990, et 


[l 
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Fonctions analytiques (!)]. Cette théorie a été reprise depuis 
par Jacobi (t. XXITI du Journal de Crelle, Dilucidationes, 
p.184). Désignons par +, æ1, Ze, ..., æn des variables indé- 
pendantes et par & une fonction inconnue de ces variables : 
si nous faisons 


ou ou ou 
(x) — = Di; Di, 


07: Ts RS 0h M Pr 


et si nous désignons par X5, X:, ..., X, des fonctions 
connues de uw, Æ, Æi, -.., Zn, toute équation linéaire du 
premier ordre et aux dérivées partielles sera de la forme 


ou 


0x 


(a) X0 + XiP1 + XoPo +...+ XnPn = 


Voici de quelle manière Lagrange procède pour intégrer 
cette équation : il observe que l’on doit avoir 


ou 
AU = -— dr, Stat 
07: or, 


c’est-à-dire, en vertu de (1)et (2), 
du = pi di +... + Pn dra +U(Xo + X1p: +...+ X,p,:)dr, 
ce que l’on peut écrire 


du — X) dx — Pi(dæ: —— X; dx) 


+ pa(dTe + Xodt)+—...+ pa(drn + X, dx). 
Or, si l’on établit entre les variables w, æ,, æ:, ...,. Ch, & les 
relations 
dr + X1dx,= 0, TTL ATEe 0; 
ou 
; dr; dre __ dæy 
l'équation précédente donnera 
du 
(4) 1 Phne se : 


(:) Il avait déjà traité le cas de trois variables en 1772. 


A CHAPITRE ji. 


Les équations (3), (4) sont des équations différentielles que 
l’on peut intégrer : soient 4, &, .:., aä»,-P les constantes 
introduites par l'intégration, et soient | 


(5) M'=QE Haies) ….) 8 = d 


les intégrales du système. Ces formules (5) auront lieu en 
même temps, ou l’une sera une conséquence des autres s1(2) 
a lieu ; donc Ÿ est constant, en vertu de (2), si w,, ©, ... sont 
constants; donc, en vertu de (2), Ÿ est une fonction de w,, 
Po, .-.; donc intégrale de (2) est 


F(%, 1» O2; ...) On) —= O, 


F désignant une fonction arbitraire. 
Nous allons retrouver ce résultat par la méthode de Jacob: 
que nous allons exposer. 


III. — Methode de Jacobi pour l'intégration des équations 
linéaires et homogènes. 


Jacobi étudie tout d’abord les équations linéaires et homo- 
gènes du premier ordre, par rapport aux dérivées de la fonc- 
tion inconnue, dans le cas où la fonction inconnue elle-même 
ne figure pas dans l’équation. 

La méthode de Jacobi repose sur les deux théorèmes sui- 


vants : 


Taéorème |. — Pour que © — c, © désignant une fonc- 
tion de ZX, %1, Las ..., Œn et°C une CONSOLE ATOME 
soit une intégrale des équations différentielles ordinaires 


dx dx: MT 


(1) K D x et 


où X, X,, X», ..., Xh sont des fonctions données de x, æ;, 
Lo, «++, Æn, U faut que v soit une intégrale de l’équation 
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aux dérivées partielles 


du ou ou 
(2) NL? PRE EL real 


c’est-à-dire que l’on ait identiquement (quels que soient x, 
VAR Lo, CRE RCI) Th) (L. V, P: 19) 


bi x © ss x, 2 
D is Nn - = . 
RER Æ Or: a FT 9æ, ÿ 


En effet, dire que © — c est une intégrale de (1), c’est dire 
qu'il existe n équations dont © — c fait partie, à savoir 


(3) D —=C, 1 — Ci, es Pn—1 = Cn1; 


Ci Co -.) Cn_1 désignant des constantes arbitraires telles 
Mt Ponenetire Ti, Le, : .., x en fonction de x et de c, 
Ci Coy +» Cn_1 pour porter leurs valeurs dans (1), ces équa- 
tions soient satisfaites 1dentiquement, c’est-à-dire quels que 
RO 0 C2, - . .. Cn_i- 

On donc zr,, x2, ... et dr, dx,, ... de (3) pour les 
porter dans (1): nous devrons avoir des identités. À cet effet, 
différentions les formules (3) pour obtenir dx,, dx, ... et 
nous aurons 


d® 09 o | 

: LETRNErRSECTES dx, dEn=0, 
(4) dv: 09: dei 

= dx Fes dx + pe drn=0, 


HN BA lo lai pe) ele es © o ee eee © ©. eo es.» 07e + 5» © jers'e + 'e 


Au lieu de tirer dx,, dx>, ... de là pour les porter dans (1), 
ce qui revient à éliminer dx,, dx, ..., on peut remplacer 
dx, dx, dx», ..., dans (4), par les quantités proportion- 
nelles X;, X,, X2, ..., tirées de (1), ce qui donne 


RS vante 
GP MN 0e, ce 
(5) di d9 de: 
M nt ns Pan 
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Ces formules, d’après ce que nous avons dit, doivent devenir 


identiques quand on y remplace x,, Æs, ..., æn par leurs 
valeurs en %, C, Ci .::, Cn_, urées TO) M ORONPENRE 
poser de €, Ci, Co, .. , Cn_s (puisqu'ils sont arbitraires), de 
telle sorte que 41, %2, ...,xn trés de (3) aient des valeurs 
données quelconques; si donc les formules (5) ont lieu quels 
que soient Z,C, Ci, Coy ++ » Cn_1, elles auront lieu aussi quels 


que soient Z, Zi, Lo, +. , &A; elles constituent donc déjà un 
système d'identités avant que l’on ait remplacé æ,, æe, 
par leurs valeurs tirées de (3). Ainsi la formule (2 bis), en 
particulier, est identique. COTE: 


Taéorime [l. — Aéciproquement, pour que « soit une 
intégrale de (2), il faut que © — c soit une intégrale des 
équations (1). 


En effet. si w est une intégrale de (2), 1l faut que l’on ait 
1 SL® 5 q 
identiquement 
0 do 09 


{ X—+X, +. +X 
(2 Bis) > DORE Ô0T; va Fos 


mais, si cette formule est identique, en y remplaçant X, 
X,, ... par les valeurs proportionnelles dx, dis, 
urées de (1), on aura une conséquence nécessaire des équa- 
tions (1), à savoir 

do 00 do 


ED rss ME Fra 
0% 0%: FE 


ou 


GP 41 
i 


ainsi, quand la formule (2 bis) est identique, on a dÿ —0 
ou w—const.; mais dire que ®— const. est une consé- 
quence de (1), c’est dire que c’est une intégrale de (1). 
C0: 000 
Ainsi : 
Pour que © soit une intégrale de (2), il faut et il suffit 
que » — const. soit une intégrale de (1). 
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Remarque. — Si les constantes c n'étaient pas arbitraires, 
notre raisonnement perdrait toute sa force : ainsi, si, par 
exemple, 

(3 bis) HS 0, Pi—=0, PR Bi 0 


constituait une solution particulière des équations (1), on 
aurait bien encore 
Re 10? ve 
SE PT PNR Enr TRE 
mais non plus cdentiquement, et seulement pour les valeurs 
D, GA tirées de (3 bts). 
Proposons-nous maintenant d'intégrer l'équation aux déri- 
vées partielles (2) 
du var 0 
(2) AH ME X y 4 lue X, res Ve 
| dx OT; Le 68 
D’après les théorèmes que nous venons de démontrer, on 
aura des solutions de cette équation en prenant pour & les 
fonctions © qui. égalées à des constantes, constituent des inté- 
2e) ) 
grales du système (1) 


dx dx: er, 


(1) Loir ere Vols el 


et l’on ne pourra avoir d’intégrales w de (2) qu’en prenant 
des fonctions qui, égalées à des constantes, constituent des 
intégrales de (1). Or, si 


DEN Di ce | .., pris, 


e. i 


Ci Ca» ++ Cn désignant des constantes arbitraires, consti- 
tuent l'intégrale complète du système (1), la fonction la plus 
générale susceptible de rester constante en vertu de ces équa- 
tions (1) sera une fonction arbitraire de #,,%2, ..., 9»; donc 
une fonction F(v,,%:, ..., ©.) arbitraire de w1, 2, ..., @n 
sera la solution la plus générale de (2). Nous allons établir 
cette proposition d’une autre manière. 


e + 


CHAPITRE 


Tuaéorëme III. — Lorsque l’on connaît t solutions ou 
intégrales de l’équation 


(1) 


du 


X — + X: 
0x 


ou 


1] 


07 


on peut toujours en trouver n — t autres, au moyen d’une 
équation de même espèce contenant t variables de moins. 


En effet, soient ®,, po, .. 


nons-les pour variables à la place de æ,, æ, 


., gi des solutions de (1) : pre- 


., &i et dési- 


gnons par un d les dérivées partielles prises en regardant 


T,; 21; ne 


y Di Lips; ae 


., æ Comme variables indépendantes ; 


les formules relatives au changement de variables seront 


ou du dv: du 093 du 09» 
a — : | - , 
07; doi 0: do 0 do, 0210 
du du do: du 0% du 09» 
| = + e —— — ; 
OL des 09 dos 0To don 0Ta 
du du du gi du 0e du 00» 
Rats = = Œ œil + TE NT 
OTi+1 dTi+1 do: 0Ti+ do) OTi+1 don dvi: 
DUHAMEL du 091 du 02 du V9n 
JE OUT dé rm des Dre don Ôdæ 


Portant ces valeurs dans (1) ou multipliant ces équations 


respectivement par X,, X°, ..., X», X, en ayant égard à 


ce Que Pi, Po, 


sont solutions de (1), c’est-à-dire à ce 


que l’on a 
. 21 , ôdmi - de: 
| AE 1 , Xn 10ù 
( 2) dr 0%: on 
on trouve 
x du x du x du 
OX > L £ ! 
PES AL À dTn dx 


telle est l'équation plus simple à laquelle satisfait la fonc- 
tion w. L'intégrale la plus générale de cette équation doit 


contenir ®4, 2, ..., ®; d'une manière arbitraire. 
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Corollaire. — Supposons que l’on connaisse n intégrales 
©1, De, - - -, @r de l’équauon (1), en les prenant pour variables 
a lamplace de-x;; x, . . ., x, : d'après ce que l’on vient de 
voir, l'équation (1) se réduira à la forme 

au du 

ee ? 
puisqu'il ne saurait exister de relation X —0o entre x, 
D 7, © Onen conclut que w, exprimé en fonction 
de æ, @i, @», - -., ©, ne contient pas æ; donc w est fonc- 
tion de w,, vw», ..., p, seuls. Et 1l est facile de constater 
qu'une fonction arbitraire de #,,%:, ...,, est une solution 
de (1); en effet, soit w — F(+,, ..., ,) une telle foncuon; 
on aura | 


ow dw 0v: du) 02 dw On 
ER —— —— + ane PRE EN Ga 1 EE 
0x do, 0x do2 0x don 0x 
où _ 0w 09: dw 092 RE _ dw 00n 
OT: er 09) OZ; j 09 07: A ok n 0: , 


en multipliant ces équations respectivement par X, X4, 
X>, ..., X, et en ajoutant, on a, en ayant égard à (2) ou à 
ce que ®,, ®», -.. sont solutions de (1), 

du) du dw 

IX, 0: 

0x 1 0; e RAA ? 
w est donc solution de (1), et, par suite, la solution la plus 
générale de (1) est une fonction de 4, ps, ..., on. 

ORE D. 


IV. — Applications diverses. 


Trouver une surface dont la normale rencontre une 
droite fixe. 


Soient x, y, z les coordonnées d’un point de la surface dont 
l'équation sera e(x, y, z)— 0 : sa normale pourra être repré- 


1O CHAPITRE I. 


sentée par les équations 


la droite donnée par les suivantes 
X = % 274, Y = yo + ÀB, Z = 30+ ÀY; 


en exprimant que ces droites se rencontrent, on a 


Ft 
AAA 
0 
FT TU . 0 
do 


Res QY> 110 : 
| 3e (8Gs — 20 Can 0) nn ee 


0 
| + SE Lay — 70) — B(x—20)] =0; 


l'équation © — const. es une intégrale du système 


| dæ pr dy 
(2) BCE 20) Or EE on Y(T — To)—a(z 20) 
dz 


0 a YU B(z — xo) 


ou une combinaison arbitraire de ses intégrales. Pour résoudre 
ce système, on multiplie les deux termes de chaque fraction 
respectivement par &, $, y Ou par æ — %Zo, Vos 2 20; 
et l’on voit que l’on peut écrire, à la suite de chacune d'elles, 
les rapports égaux 

a dx + 86 dy + ydz 


0 
et 
(æ— %Xo)dx +(y — Yo) dy +(3 — 230) dz, 
o 2 
il en résulte 
a dx +8 dy + y dz = 0, 


(æ — %9) dx + (y — Yo) dy +(3 — 30) ds = 0, 


bn. 
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ou bien, en intégrant, 


ar +8 y+yz— const. 


tro} + (y — Yo)? + (3 — 20)? = const. 


Telles sont les intégrales du système (2) : ce sont des inté- 
grales de l'équation (r), et l'intégrale la plus générale de cette 
équation est 


NT To) (y — Jo) +(z—20)], 


En égalant cette solution à zéro, on a l'équation de la surface 
cherchée 


am Prey, (x — ro) + (y — Yo) + (3 — 30) ] = 0 : 


c’est l'équation d’une surface de révolution. 


V. — Intégration des équations linéaires quelconques 
du premier ordre à une seule fonction inconnue. 


Soient x une fonction inconnue des variables #,,%:,..., Zn 
et X,-X,.X:,...,X, des fonctions des variables x,,æ:,..., 
x, et de la fonction inconnue x. 


or ox Ô0Tr 
1 D Xe +... X, — — X 
( ) : 07: : OT + 0LCn 
sera la forme la plus générale que puisse affecter une équa- 
tion linéaire aux dérivées partielles du premier ordre à une 
inconnue. Cette équation possède, comme on va le voir, des 
intégrales de la forme 


(2) o1(æ, Di, La, ..., Mn) = C; 


où c désigne une constante arbitraire. La méthode que nous 
allons exposer laisse échapper les solutions qui ne contiennent 
pas de constante arbitraire et que l’on a appelées singulières; 
mais elle permet, au contraire, de trouver les intégrales de la 
forme (2). 

Si l'équation (1) admet une solution telle que (2), x tré 


12 CHAPITRE I. 
de (2) rendra (1) identique, c’est-à-dire y satisfera quels que 
soient Zi, Lo, ..., Æn et la constante arbitraire c. 
De (2) on tire, par la règle des fonctions implicites, 
doi  0o: 0x 021. dpi 


bi 0œ Dre 4: A 
POP TT 0e 0e 0m VOA OT EE 


portons ces valeurs dans (1), 1l viendra 


U) do dv dv 
XIE X PLUS MEL 


2 IT + 
0x; OT» ou 


— O, 


(3) 


et celle. équation, qui ne contient pas encore explicitement c, 
deviendra identique quand on y aura remplacé x par sa valeur 
urée de (2). Mais, c étant arbitraire et (3), ayant lieu quel que 
soit €, quand x y est remplacé par sa valeur tirée de (2), aura 
encore lieu quand à la place de c on mettra une fonction 
arbitraire de z;, æs, ..., æ,. Gela revient à dires 
lieu quels que soient æ,,æ», ..., x, et aussi quel que soit x, 
avant que l’on ait remplacé cette fonction par sa valeur déduite 
de (2); mais, si (3) est identique, v, est une intégrale de 
l'équation homogène 


do : 09 09 ; do 


F a 4 Sr re 2 3 PAL DT ; 277 
0x 0: Ô0T> ZX n 


— O, 


que l’on sait intégrer; on obtiendra donc des solutions de (1) 
en égalant à des constantes arbitraires des intégrales de (4). 
Or les intégrales de 


dx dx: da der 


je PRET LR PSE = 
(3) LUN 


sont des intégrales de (3) égalées à des constantes; c’est donc 
parmi les intégrales de (5) qu'il faudra chercher celles de (1). 

Réciproquement, toute intégrale de (5) w, = c est telle 
que ©, rend la formule (3) identique; si donc de w, = c on 
ure x, les dérivées de x seront données par Les formules (2 bus) 
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ee FR do 
et, si l’on divise la formule (3) par > elle donnera, en vertu 


0 ® 
x. É —— X: Le CC .—+ x “ 


0x OT É Der 


l'équation (1) sera donc satisfaite pour la valeur de x tirée de 
la formule (2). Ainsi, en résumé : 

Toute intégrale des équations (5) est une intégrale de 
l'équation (1), et toute intégrale de (1) de la forme 6, — c est 
une intégrale de (5). 

Soient donc 


@1 = CONSL. — C1, Pa — CONSL. — Co, re On — CONS. — C» 
les intégrales du système (5); 
P(V1, Da, ..., Un) — const., 


où ® est une fonction arbitraire de 6, 6, ...,0,, sera la 
forme la plus générale d’une intégrale de (1) renfermant une 
constante arbitraire, que l’on peut d’ailleurs remplacer par 
zéro sans nuire à la généralité, puisque, ® étant arbitraire, 
cette fonction pourra être censée renfermer la constante en 
question. 

Ainsi, abstraction faite des solutions singulières, pour inté- 
grer l’équation (1), on intégrera le système (5), puis on 
égalera à zéro une fonction arbitraire des fonctions qui 
restent constantes en vertu des intégrales de (5). 

Autrement dit : on posera 


RPM ER., Cr) 0; 


Ci, Co, - . désignant les constantes arbitraires quientrent 
dans l’intésrale générale de (5), et l’on éliminera c; 
£ Ë ’ Ù 
Co) +.-, Cn entre celte équation et celles qui constituent 
l'intégrale générale de (5). 
Supposons qu’il s'agisse d'intégrer l'équation 


AQU. M CP raie LME 
0x Y 97 7 * RE 4 
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m désignant une constante : on formera les équations 


\ 4 £ 
d’où l’on tre 
LA A LC 
DIU SARA TEE 3 =0 UP 


c, c', c” désignant des constantes; écrivant que 


Fée CPR 
ou 
LE Z _\ 
(A) F rm cort e QN EE 2'à 
un Oum uw” 


on aura la solution la plus générale de la question. On voit 
que l’on en déduit 

UC TS Fe) 
el 


car l’équation (A) est inaltérée par le changement de æenax, 
Yenay,zenazet « en a”*u. La fonction w est donc homo- 
gène et de degré m; ce qu'il était facile de prévoir. 


VI. — Intégration des équations aux dérivées partielles des cônes, 
des cylindres, des conoïdes, des surfaces de révolution. 


Cônes. — En cherchant la surface dont le plan tangent 
passe par un point fixe, on est conduit à écrire l’équation 


(@) p(x—a)+q(y —b)=2—0c; 


P; q désignant ici et jusqu’à la fin de ce paragraphe les 


3 


Ts OZ , ; . 
dérivées DS de la coordonnée 3 d’un point de la surface, 


par rapport aux deux autres; a, b, c sont les coordonnées du 
point fixe. 


Cette équation (1) est, par rapport à la fonction inconnue 3, 
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linéaire et aux dérivées partielles; on l’intégrera en posant 


dx »! dy ON 
Bd 0y—b  5—0c 


dont les intégrales sont, en appelant « et $ des constantes, 
æ—a—a(z—c), y—b—8(z—0c). 


L'intégrale de (1) s’obtiendra en éliminant & et 6 entre ces 


deux équations et 
Pa, B) 0, 


(TE, 7—)=0 


Et OUEN 


ce qui donnera 


® étant arbitraire. Cette équation est celle d’un cône quel- 
conque. 


Cylindres. — En exprimant que le plan tangent d’une 
surface reste parallèle à une droite de direction a, b,1,ona 
(1) pa+gb=1; 
lintégration de cette équation dépend de celle des équations 


dx dy dz 


FANCDE 1 


y 


dont x — az — const., y — bz — const. sont les intégrales 
générales. L'intégrale de l'équation (1) sera donc 


P(x— az, y—bz)=0o. 


Cette équation est celle d’un cylindre quelconque ayant ses 
génératrices parallèles à la direction @, b, 1. 


Conoïdes. — px + qgy — 0 est l'équation d’une surface 
dont la projection sur le plan des æy du rayon vecteur est 
perpendiculaire à la trace du plan tangent; l’intégrauon de 
cette équation dépend de celles des équations 

da 
V 0) 


dy __ dz 
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qui ont pour intégrales . — const., z — const. ; donc l’équa- 
tion ordinaire de la surface en question est z = (2) ) 


D étant une fonction arbitraire. 


Surface de révolution. — Exprimons que la normale à 
une surface rencontre la droite 
A EG EL PINS ZL — z, 


a b C Lo 


La normale a pour équations 


la condition cherchée s’obtiendra en éliminant p et p' entre 
les équations 
T+ap=r+pp", 
Jo+bp=y+gp 
Zo + CP—=2—p'; 
ce qui donne 
Lo — «a P 
Vo Se PITONNEEN E 
opecrire G — ] 
ou 
ay PL 0) BG IE CSSS 
| = (TX — To) — a(y — Yo): 
Pour intégrer cette équation, on écrira les équations ordi- 


naires 
dx 
CUVE PI) Ur Eten) 
Fe dy 2 dz 
A(3—30)—Cc(T—%0)  b(Xx—%o)— ay —7Yo) 
(t— To) dx (y — Yo) dy +(z—2)dz 
0 
a dx + bdy + cdz 
ÉNRPNTT ÉT FEUCÉT RENE TE “| 


O 
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qui s’intègrent immédiatement et donnent 
Caro) (y — Yo)? + (z — 35)? = const., 
ax +by+czs—= const. 
on en conclut que l’intégrale générale de l’équation (1) est 
Be To} + (y — Yo) +(z— 3)?, ax +by+cz]=0o, 


® désignant une fonction arbitraire. On reconnaît l’équation 
sénérale des surfaces de révolution, ce que l’on vérifie d’ail- 
leurs bien facilement, en observant que les plans parallèles 
à ax + by + cz = 0 coupent la surface suivant des cercles 
situés dans des plans ax + by + cz — h et sur des sphères 


Ca zoo) +(Y — Yo) +(zs — 20) = Ÿ(A). 


VII. — Remarque au sujet des équations que l’on vient d'intégrer. 


On a vu que la solution d’une équation linéaire aux déri- 
vées partielles homogènes était de la forme f(o,,...,0_;); 
©1, Po, --. étant des solutions particulières de cette équa- 
ion ; 1l est facile de prouver que, réciproquement, toute fonc- 
tion de æ,, Zo, . .., Zn, susceptible d’être ramenée à la forme 
Fl@as Dos +++; Pn_1), Satisfait à une équation linéaire aux 
dérivées partielles. 

En effet, soit 


We F (O1, ©», On—1 ); 
on aura 
ou of do: Of 0% RU TE 
sn FRE rie: CU : 
Ô0T do: 0Z; 0% OT V0 n—1 92: 
ou Of dv: Of 2» e Of dons 
Hs do: be 002 OT 4 ü 0-1 (2 # 


3 es ; CUS n) 
d’où l’on conclura par l'élimination des dérivées SAR ds rte 

dv: 001 
o(u, D1) P29 NOT: On-1) er 


CET NE RE PE A EN 


(1) 


équation linéaire et homogène en w et qui exprime que w est 
L — Traité d'Analyse, VI. 2 
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une fonction de w,, %», ...,%, ,; on peut déjà soupçonner, 
d’après cela, l'existence d’un facteur capable de ramener à la 
forme (1) toute équation aux dérivées partielles linéaire et 
homogène. 

La solution d’une équation linéaire quelconque est donnéé 
par une équation de la forme 


(2) F(v:1, Das ..., Pad e01 


OÙ ®1, So, ... sont des fonctions données de la fonction w 
et de ses variables x,, æ», ..., æ,. Réciproquement, toute 
équation telle que (2) conduit par l'élimination de F à une 
équation linéaire aux dérivées partielles. En effet, différen- 
tions (2), nous aurons | 


0F do: do: \ | 0F (5 00» [x 
0 OTy au PE TPE ox. ou re 


2 +... + - = _— 
Zn du Pa) 00n \0Ta du 
Pa» Pas - -: » Pn désignant les dérivées partielles de w par rap- 
ort à Æy, © ri lon UE an 
P 19499 + + +3 Une doi” 00°  Don2” On” 

entre les équations précédentes, on trouve 


gr gi Do» OA 
dei ou PM ne 
s Helene EEE —= O. 
09 09: 00 » On 
or, 04 DM AE, l'UE 


Cette équation est en apparence de degré n; mais, en combi- 
nant convenablement les colonnes par voie d’addition, la 
lettre p n’entrera plus que dans une seule colonne, ce qui 
ramènera l'équation finale au premier degré. 
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VIII. — Sur une manière de déterminer les fonctions arbitraires. 


THéoORÈME FONDAMENTAL. — Considérons les équations 
différentielles 
dx dr: dLo dTh 
(1) FSU toutes ee 


Supposons qu’on les ait intégrées de telle sorte que, pour 
æ = à, les variables x,, æ2, ...,%, se réduisent respective- 
ment à Gi, Gas - - -, An. St l’on pose alors 


di = J1(air1, Ai, ..) An), 
(à) mo 
Ce ii: Œj+9s +...) An); 


et st entre ces équations et les intégrales de (1) on élimine 
y, Go, -.., An, On obtiendra t équations d’où l’on pourra 
1, Ti en Jonction de %yy:, . .., x, et de x. 
Quand on fera x — a dans ces relations, on trouvera 


Di = fie, Lisa, +, Dn), 
(3) La = fo( Tir, Tito, Rd); 
eee le ele = ie ete relie ane our à ) 
Ti I ONELUATTÉ Lij+9s ...) ln). 


En effet, les équations intégrales de (1), résolues par rapport 
à y, Go, - - +, dy, peuvent se représenter ainsi 


(4) di = V1(a, Vi, Lo, ..., Un; æ), se UP CCE An = Ÿn. 
Si l’on y fait x — a, on doit avoir 
OR AO, d1,,42; ...) Ans @), Un ire Ane- Ÿne 


Ces équations ont lieu quels que soient &,, &2, ..., 4», qui 
sont par hypothèse des constantes arbitraires; donc elles 
auront encore lieu quand on y remplacera @1. Go, -.., &n 
Pan, %:, .,,Xn; on aura donc 


(5) ti Via, T1; Ta, ..) Un) a), Ta = Va, …., Ln = Ÿn: 
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Maintenant, si l’on élimine &,, &, ..., a, entre (2)*et les 
intégrales (4) de (1), on aura 


Va(Œ, Ti, Dash. Cr) T)= Ja Va, Gi Ta, RO NNNEESE 


W(a, Ti, Lo, ..., LT, æ)= fl Via, Lis Las + «nr CM Vito, .. "|; 


mais, si l’on fait x — a, on a, en vertu de (5), 


Li fi LR Cire, te) CC La = fo Li 1) CHER INTER She y 


ce qu'il fallait prouver. 

Le théorème précédent, dû à Cauchy, est fréquemment 
appliqué dans la théorie des équations aux dérivées par- 
elles, et nous allons en faire une application à la recherche 
d’une fonction satisfaisant à l’équation 

dx 0x 0x 


(6) EDR er re ARE 


et se réduisant pour æ, = a, à une fonction x donnée par la 


formule 
PTS Ci, C9 +.) Dn-1 ee 0 


Pour intégrer l'équation (6), on intègre d’abord le système(1), 
puis on observe que toute relation entre les constantes d’inté- 
gration est une intégrale de (6), quand on y suppose les con- 
stantes remplacées par leurs valeurs déduites des intégrales 
de (1). Il en résulte que, si l’on pose 


F(a, ii, a, .….. Un1) 0) 


l'élimination des a fournira une intégrale de (6) qui, en vertu 
de notre théorème fondamental, se réduira à 


F(x, Ti, Lo, ..…., Tn—1) = Q; 
POUT Th — An. 


APPLICATION. — Trouver un cône ayant pour sommet le 


point a, b, c et passant par une courbe y = e(x) située 
dans le plan 3 = 3. 
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L'équation différentielle des cônes, ayant pour sommet 
DIM REst 


03 03 
z—c=p(r-a)+q(y —b), Pr: 1: 


Pour intégrer cette équation, on forme lé système 


dr dy dz 


& y—b 3—c 


vA 


dont les intégrales sont 


T—a—(T% Re 
| 3—C. 
re TOR, 


Yo et zo désignant les valeurs de y et 3 pour 3 — £,. Si l’on 


pose 
ln (To), 


l'élimination de x, et y, entre cette équation et les deux pré- 
cédentes donnera la solution 


by DES =efar(e—e) LR]. 


C 


IX. — Sur les multiplicateurs des équations aux dérivées partielles. 


Taéorëme I. — Soit 
of of of 
R — À << EL Rire. & ER AA 
X: ER + Xo CE +. + X; pe 
une expression dans laquelle X,, X:, ..., X, sont des 


fonctions de &i, Lo, ..., æn; i existe au moins un facteur 


, tel que LR prenne la forme 
u R æ: DT le .. Rat pe 


O( Lis Las s..; dn) 


d’un déterminant fonctionnel, quel que soit f. 
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En effet, soient fi, f», -.., fn_1 des solutions distinctes 
de l'équation R — o, on aura 


0f\ 4 Of 7 dfi 

X: 0: X > ErA + X, 0% ee 
Ôfn—1 7 Jfn—s 7 dfn—1 

X 2449 - X, TTIN TS TE , 
HS ER Fri 


de là on tire 


X (frs fo; ne) se (frs os cs nr) 


1: À : 
(Te, L3, -.., Mn) (T1, Lay ++. En) 


et, en appelant u7! la valeur de ces rapports égaux, 


? 
O(Ta, Lg, ..., T1) 


Xp O(Fis Pas 2 fn) 


O(T1, La; CRCECE TL n ) 


Xi—= ut 


s 5 ,,0 eve s'il letere 208. sl TARN 


expression de R devient alors 


LOC TIR OURS 


; 
O(Ti, Las +... Tn) 


R = b. 


d’où l’on conclut qu'il existe un facteur n capable de trans- 
former uR en un déterminant fonctionnel. 


Taéorëme Il. — /{ existe une tnfinité de facteurs p. 
En effet, si 


uR — AVE Ji, Po Tr 


CLEA MP 


et si F(f,, fa, -.., fn_1) désigne une fonction arbitraire de 
frs fes ce fn-13 WE sera encore un facteur. Pour s’en con- 
vaincre, 1l suffit d'observer que F peut se mettre sous la 


forme 
d(Y1; Da; +.) On—1). 


Le O( fs fa) net 


car on peut se donner %, 93, ..., On_1 et l'équation précé- 
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dente aux dérivées partielles donne +, ; on peut encore écrire 


d(f; 1» 2») Le ME) Pn—1). 


(THE Ve | 
LARNETOET CS Pers 
on a donc 
F.u.R — d(; Dis Pa» +... Pn1) 
Dr mn) 
Lemme. — Si l'expression 


R= NX: h + X2 Li +. + Xh Li 


T1 Ô0T> Ta OT 
est un déterminant fonctionnel, on a 


OX: OX OX n 
0x: OL Æn 


En effet, on a alors 


el, en supposant 


= O(f, frs fe; Ent) ; 


(T1, Lo, T3, ..., Tn) 
on a 
OX; CRETE D epur ® fx 
07; — 07, 2 Te 0t10%. 
9 —— 
d 0%; Ai o er 
el, par suite, 
LT NE OU FAURE à 2 R F R fr 
me: ‘pe mare OT y = > GT, tL af Pheil TE) 0æ107; 
DRE | Ge; Vas _. rs 
CI 


Or le coefficient de 


représente un mineur du second 
0X10%; 


ordre de R, diminué de lui-même (t. I, p. 165); donc 


AR Dax OX 
ne er = (1) 
0x: OT 0En 
Per 00x, Lust Hs est ds ue l’on peut appeler un 
Ôr 0x, Le T F E 
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Taéorème Ill. — Tous les multiplicateurs 1, tels que 


do D à 
mx 32 ps + X, 0% +. + X, a 


soit un déterminant fonctionnel exact, sont les solutions 
de l’équation 


JCbXs) M OCHAS) ENS OCR 
OX OLo me mr 0 


A 


(1) 


En vertu du lemme précédent, 1l est clair que, si &R est 
un déterminant fonctionnel, l’équation (1) doit avoir heu; 
reste à prouver que toute solution de cette équation est un 
multiphicateur. 

Soil À une solution de cette équation et Ày un multiplica- 


ot è ; à 
invariant de l’équation X, se . + X,, E — 0. En général, si l’on con- 
sidère le déterminant £ 
OX, : OX, X, 
0x, 0, 0x, 
OX, OX, OX, 
—— — $ AGE: 
0%, 0Z, 0x, 40, 
XX, oX, AXE 
0x 0x 0x 


les coefficients des diverses puissances de s et le terme indépendant de s 
seront des invariants; en d’autres termes, si l’on effectue sur les variables 


Lis Ds +, ©, Une substitution linéaire et homogène et si l’on désigne par y,, 
k ou ou du 
.. ( | Ya HY, — +...  — 
s'e » Y, les nouvelles variables, par Y, 55 + dy, LITE a ce 
: ou OL ou : 
que devient X X,— +...+X, » le coefficient de s° dans 
ox, NO 0x, 
OS UNE OY, 
9, 97, 0Y, 
DYMO TE OV è 
TRE n 
sera égal à celui de s° dans @ : ainsi, par exemple 
OX 08e OX ROUE 
Pa Ces. ce 2 


DR DO NE T0 
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teur, on aura 


D) O(AX:) O(ÀX») 
——- — +. + $ 

—— + EE. «rat = 0 
0T: 022 OT 


De ces deux équations on tire par soustraction 


dy nr CON Ov 
X: —- + Xo +, + Xn — — O, 
01 0To Tr 


ce qui prouve que y est une solution de l'équation R—; 
mais, AVR étant un déterminant de la forme 


1vR — LFCPAURE ONE fn=1), 


(Ti, La, y + +, Tr) 


si l’on pose R — 0, on voit que toute solution de cette équa- 


tion doit être une fonction de fi, fa, -.., fn_1; donc 
V= P(fhs fs +, fn—1). 
On pourra donc écrire, en appelant w,,%,, ... des fonctions 


de fi, Ja: PS 
Ps À A, 21; P2; 3 On—1) 


en rem TN 
DÉRRTA TS, es VAT) 
et 


E Cr, Pis Ds ++, On—1) DUC, .. fn—1) 


MR ——— 
CAT 20 ma n—1) (1, La, Er 


ou 
No OU MIYES +. On—1) è 


ETES PIRE ED Di 


donc À est un multiplicateur, donc enfin toutes les solutions 
de l’équation (1) sont des multiplicateurs, capables de rendre 
u R un déterminant fonctionnel exact quel que soit f. 


En particulier, si 
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À est un multiplicateur et R est un déterminant fonc- 
tionnel quel que soit f. 


Taéonbue IV. — Stuetysont deux multiplicateurs de 
l'expression 
of of 
y —— +... + Xy —— =R, 
4 0% 7 0Th 
capables de la transformer en un déterminant fonctionnel, 
H 


— sera une solution de R — 0. 


En effet, de 
O(UX1)  d(mX:) . O(UX»n) 
Eu En PCT Ne Me ee < à = (D, 
OT OT Tr 
O(VX1) , d(vX:) 3 _ O(VXh) Re 
0T: 0T NE Un TA 


en multipliant la première par y, la seconde par x, on tire 
par soustraction 


ou. dv \ ou Ov \ à. 
TE pe LL D) (SE mr | de A 


1 0x: e HXA da 10; 
ce qui établit le théorème. 
X. — Principe du dernier multiplicateur. 


Jacobi, à qui nous devons la théorie du multiplicateur des 
équations aux dérivées partielles, a fait une application 
remarquable de cette théorie à la recherche de la dernière 
intégrale d’une équation aux dérivées partielles ou d’un 
système d'équations ordinaires, dont on connaît toutes les 
autres. 
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La théorie que nous venons d'exposer se trouve déve- 
loppée dans le Journal de Crelle, t. 27, dans les Mathe- 
matische Werke et dans les Vorlesungen über Dynamik de 
Jacobi; mais la théorie suivante est extraite d’une Note de 
Jacobi, qui a paru au tome X du Journal de Liouville 
(1e série) : nous avons toutefois simplifié un peu le calcul 
de l’illustre auteur. 


Leume. — Soient M un multiplicateur de l'équation aux 
dérivées partielles 


ou ; à 
(1) X4— + Xe — +...+ Xy — —0, 
: 0; PæÆ] ? 
u, une solution de cette équation; on a vu que la connats- 


sance de l'intégrale u, permettait, en prenant u à la place 
de x, pour variable, de ramener l’équation (1) à la forme 


MN 07) . du ; USSR 
(2) D Sig. 0 


la quantité M, — M : 


est un multiplicateur de cette 


dernière équation. 


En effet, M étant un multiplicateur, on a 


OMX1  OMX2 , OMXu 
CH | OL RE 0Tn an 
ou: 


ou, remplaçant M par M, nd 


0M, X: ; Ne) du M X Le ou: % se 0 me) 20 
M SE AE FE TE Pr ete ven) la 


Si l’on différentie (1) par rapportà +}, en y supposant w =— Ui; 
on à 
d ou; ou: oX: ou: OX» 


RE — —— — — 
Tn OX; DC 02 Th 


À du 
in = + Xe 
0T; Tr 02 


TX 


(3) 
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l'équation précédente s'écrit alors 


. RICE À Er I 
T1 


DT z 
Th HIS 


Maintenant changeons de variables, et, au lieu de x,, æ», .. 
Ty; Prenons Ty, Lo, ..., Li; NOUS aurons 


0M,X,; dM; X: dM: X: ou, 


DPI de: du, 0% 
RS Fee à 0 ee ee OL SES : 
OM X» dMiX» ou: 

Ty he ess nine du; Zn” 

oX, dX1 du: 

‘Otrx du 0%» 


à je jo, She. ele dsl te mis on 


La formule (3) devient alors 


dM, X:4 ; dM, X n—1 ou: 
dx) VPN de ) Un 
dMiX, ou dM, X» a) ou 
ds io ol du: ‘dx ot, 
RE ‘dur dx: re Ou dX2 ) OU: Fe 
; 0 du: OL du; Fi 0Œ% 
A ou: , dM,; X: dM: X» 
ou, divisant par ee, ©! développant dus TA » 
ANA PIRE M saut *X: M x. 0 — 0: 
dx; Ars du; 0%: Ars 


; iM ; ‘ 
le coefficient de _ est nul, puisque , est solution de (1); 
1 


il reste donc 


dM,X; _ dM,; X: dM:X»-1 


! 


dpt UT M 7 


ns 


ce qui prouve que M, est bien un multiplicateur de l’équa- 
tion (2), comme nous l’avions annoncé. 

Voici maintenant l’usage que l’on peut faire de ce théorème : 
supposons que l’on se donne l'équation (1) ou le système 


v* iv » 


bd nscis Dé. nn * 


ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 29 


équivalent d'équations ordinaires 


quand on en connaîtra une intégrale, on la transformera dans 
l'équation (2) ou dans le système équivalent 


dx; dx re 


X: sf X2 ne X n-1 


2 


où x, doit y être remplacé par sa valeur tirée de l'intégrale 
connue w,— const. En opérant sur l’équation (2), on fera 
disparaître de cette équation une nouvelle variable, et ainsi 
de suite. Supposons que l’on connaisse toutes les intégrales 
de (1) moins une, on la ramènera ainsi de proche en proche à 
la forme 


(4) . NICE X, — 0, 


équivalente à l'équation 


CET … dæ3 
Ki TU UNS 
ou 
(5) X, dr, — Xi dr2 = 0. 


Si M désigne le multiplicateur de l’équation (1), les multi- 
plicateurs successifs des équations simplifiées seront 
M M M 
LD TRE EE Si 
ou, 4 A OU» OU OU é 
0Tn T1 ln 0Tn-1 


Mi= 


Uy, Us, ... désignant les intégrales de (1). Le multiplicateur 
de l’équation (4) sera 


M mn 
du du AT RRAPNTR D 
oZ? DL a" 0T3 
et l’on aura 
du X du X 
CRAN Re 


07: OT 
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u sera donc le facteur d’intégrabilité de l'es (db); d’où 
il résulte que : 


Si l’on connaît un multiplicateur de l’équation (1) et 
toutes ses intégrales moins une, cette dernière s’obtiendra 
toujours au moyen d’une simple quadrature. 


XI. — Application du principe du dernier multiplicateur. 


1° Quand on aura 


oX, 0X9 OX» es. 


1 


GEI AE ARC ONE EU = 


on appliquera avec succès la méthode du dernier multiplica- 
teur, car ce dernier multiplicateur pourra être pris égal à 
l'unité. 

2° Supposons que l’on donne une équation de la forme 


dy 


dx? 


= 9(?, ÿ); 


la connaissance d’une seule intégrale suffira pour en trouver 


une seconde; en effet, l'équation précédente revient aux 
suivantes 


d& RIRE 

ou bien 
OT UN OES 
f HAE o 


c'est-à-dire à l’équation aux dérivées partielles 


ou  , Ou ou … 


Soit M un multiplicateur de cette équation : On aura 


0x dy Fr Faye Ex 
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et M =: y satisfait : 1l en résulte que, si l’on connaît une 


intégrale de l'équation proposée w — const., en tirant de 
cette intégrale la valeur de y’, l'expression 


So 8 
dx — dy) — 
(ER Eur 6 
dy" 
sera une différentielle exacte, et la solution complète de 
l’expression proposée sera 


= Const: 


(y dx — dy) _ =CONSL: 
dy 

Nous ferons plus loin une application remarquable du 
principe du dernier multiplicateur. 


Remarque. — Rappelons-nous que, étant donné un sys- 
tème d'équations ordinaires du premier ordre de la forme 


P, dx; + P;: dr ME a Ne And 0; 


il existe des multiplicateurs qui, appliqués aux premiers 
membres, font de la somme de ces premiers membres une 
différentielle exacte. Ceci revient à dire que, si l’on con- 
sidère les équations 


(1) di che AT we É: dl 
X: ne X2 OR Xn 
ou, si l’on veut, 
dx: dTo dr: dTa 
CAPE OR —=0, rer = 0) .) 
Xi X2 X1 X3 
il existe des multiplicateurs À:, À3, :.., À», tels que 


dx; do) dx; dx ; 
8 (5 is HEtISE Re) 
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soit une différentielle exacte; ou enfin qu'il existe des mul- 
tiplicateurs L,, te, ..., dt, satisfaisant à la relation 


Lu — 2 —. .. —— Mn 1) 
et tels que 
Lu dr: Lo Ta Un dTn 
= — : 7 . + TRS 
X: XS 7 


4 


soit une différentielle exacte. En effet, pu, = À2 + 3 +... + y 
ete — — os = — À, ...,etil existe même r — 1 pareils 
systèmes de multiplicateurs ; soient donc 


Lu di M2 dr Win den df 
X: X2 het () , 
(2) 2 £ nhrueessense de one error SE $ 
en—1,1 dCi mins Un—1,2 AT Va . Hn—i,n dE Vs dfn ? 
SRE 7 EURE ET ATEN ET PR nn pans = 
X: X» X» ESS 


is fes -.., fn seront les intégrales du système (1) ou de 
l’équation aux dérivées partielles 


of. SPORT 
(1) AUS PERS 0% AE Fat 


Les formules (2) montrent que l’on a 


dfi _ Wii, 
OT ; ii x 


si donc on appelle u le multiplicateur du premier membre 
de (3), c’est-à-dire si l’on a 


fui rx 2) = 0 fe 


0%: TA ae O(æ1, Ta, T5 


on aura aussi 


LPO RUE 

071 0T2 0} 

of d Pate us CRE 
nu ++x, 2) = X: 5 X» 
Hat} tes Uon 


X1: Xe 
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VROTOT: 


et, en égalant les coefficients de =, =; -.., 
0x; 02) 
Mia Nr 

DNA... Xn — € PCA EP er 2 > 


relation remarquable entre les multiplicateurs & et u;;. 


XII. — Complément des théories précédentes. 


Je suppose que l’on ait 


(1) OX: mn OX2 Fe OX} Cr 
OT: DUT CRE TE 
l'expression 
POLE ou ou 
Me  X om UN, 
(2) D RUE Nan 4 An 


est un déterminant fonctionnel; en d’autres termes, 1l existe 
des fonctions wi, Us, ..., u,_, satisfaisant aux équations 


GÉUE Uain ire Un-4)" x 
= À1 
PMR TRUST) 1 
PNR Boni. x 
CR or) 
(3) (T1, T3, + …) Tn) 
RE DR RS aa. $ 
Or Mas oUn ti) À x 
he 
(Tir La, +.) Vn—1) 


Il s’agit maintenant de trouver ces fonctions ou d'intégrer le 
système (3) : nous prouverons, en résolvant cette question, 
qu'en supposant l'équation (1) satisfaite, l'expression (2) 
est un déterminant fonctionnel, et cela plus directement que 
ne l’a fait Jacobi. 

Soit w; l'une quelconque des fonctions w,, us, ...: multi- 
OU; OU; 
0x” 0æ2 


L. — Traité d'Analyse, VI. 3 


plions les équations (3) respectivement par cel 


34 CHAPITRE 1. 


ajoutons-les ; nous aurons 


ou; du; Not 
d “ sen ( Lo 


Ste moe an 
OT; ” 02 é HS 6 


X: 


ce qui prouve que &, U», ... sont des solutions de l’équa- 
uon linéaire 


ou ou ou 
Xa— +Xo — +... +X, — —0o. 
(4) PORN MINE * OT 
Soient donc &, 2, ...,©y_,, n —1 solutions indépendantes 
de celte équation; 4, Us, ..., Un_, pourront s’exprimer en 


fonction de wy, wo, ..., wy_,, et l’on aura 


OU HA ITR EU tt) O(Ui, Us, 2.25 Un=1) OU CREER 
ER EE 2 2 
O(T), Try ln) d(wi, Da, ..., Wn-1) O(T2, …..) Tn) 


D (Li US TER ER ve J( ww), RU 

(Di: De... One) + (Las ER 

(5) { he, d(0:, » Wn—1) 
| 3 (1, » Zn) 


Lo To SA CE Dh ° N'ONETeee re Len free SEC Le 


Si nous faisons abstraction du premier membre de cette suite 
d’égalités, et si nous désignons par B,, B:, . .. les détermi- 
nants qui dans (5) servent de dénominateurs à X,, X,, ..., 


nous aurons 


K \ x X 
1e O1; U)», , &n- ) o) en ) “A 
B; jE 2 
— B; + B: + 
d(T1, Lo, T3) >» Ln) GER 0 2 
OX, Xe X, ce 0Bs 
fi 0: 09 \ B; 0 02 


Or B,, B:, ... étant des déterminants fonctionnels, on a 


dB 2Bs 


ST .— 0; 
0%: 0L3 ; 
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alors, en vertu de (1), le dernier membre de ces égalités sera 


nul et l’on aura 
À: 
(5 STE TRE ou) 
1 


0 
O(Ti, Lo, ie) 1 
AN EX 
et 5.’ 5. ... seront fonctions Us es ns Dh; - le déter- 
DR Lo... U 
minant ——" ur) pourra donc se calculer en fonc- 
A(w:;, @o, ..., Wn—1) 


üon de w,, &o, ..., &y_,. On pourra satisfaire à (5) ou à (3) 
en choisissant wo», ..., Uy_, arbitrairement, et l’on aura, en 
appelant H la suite des rapports (5), l? équation linéaire 


O(u. Us, ..., Un—1) — H: 
O(w);, W9, ... Wyn—1) Ki i 
pour calculer w,, on peut prendre wo = wo, ..., Uy_1 = On_1, 


et alors il viendra 


0 , : 
“TEE 15 A U; = fudu+ ÉnA CT: (a ler0r 0h14 )s 


du 
et le problème sera résolu. Si w», &3, ... se réduisent pour 
2, — 2 a des fonctions données de 2, æ3, . .:, Zn, il en sera 
de même de leurs égaux us, Us, ... et u, pour w, —=w, se 
réduira à une fonction donnée de w», ..., ©y_4. 


XIII. 


Sotent EF une fonction de x1, Zo, ..., æn et de a; X;, 
DS des jonclions de ti, Las -..., Tr pouvant aussi 
renfermer le paramètre a. Si, pour une valeur parti- 
culière de «x, ou st, quel que soit a, on a 


( 0F OX: OX, | Rene 0F 0X: oF oX» 
1) dax \ dr: TAN Fo mao ee DUT 0m «00 | 


LS RE a [eCF AE MEMBRES CARS ++x Te) ]=e, 
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pour une forme de la fonction e(F), la quantité &(F) . 


sera un multiplicateur de l'équation 


XIE SE +. + Xh UE 9 
0x: 


3 
fe OT 0» 
En effet, l'équation (2) étant développée donne 


. © . 0F A VE GLS 
CF) (ie 2e + Xe) (NX He Xe en) 


Lee ONE ue 
4 (= 0x ‘'"VNG RU 
ou, en vertu de (1), 
x JF PTE (x 22F | MÉTAT 
(PF)  ( 15 ee Xn 2) (0) Ne ne 
OF /OX1 OX: . OX» 
D PRES (CE D'or: ++ 5)=0 
ce qui peut s’écrire 
0F D Ere 
JEAN oem Xe | 
_ ER PRE s — à 
0T: STE: 0e} gs 


À à )F LE 
ce qui prouve bien que o(F) _ est un multiplicateur. 


EXERCICES ET NOTES. 


1. Intégrer l'équation 

ou ou 

ax+by+cz)—+(ax+ by +cz) — 

(az +0y DEN J VS 

[4 [/4 ou 

+(a"x + d'y + ce 3) A0 
où «a, b, ... désignent des constantes. 

2. Intégrer l’équation suivante, où © est une fonction quelconque 


SAR ad ie fe. 
Y0y D'HOEUT ES 4 
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et prouver qu’elle représente toutes les surfaces réglées à plan direc- 
teur. 


3. Intégrer 
3 93 A 
op -e)@+r)=s(e ). 


ne dx dy VAL 
RP EE re 
dx" ur CHARTE) da ALTER 
Ua 78 ? Het e r3 ? LÉ RNR r3 ? 


où {x est une constante et où r?= +x?+ y?+ 22, ont pour intégrales 


J'z—37=a, z'æ—x2z—= 0, æ'Y—Y'3 =0C, 
1 ! ! ! 19 Jo Jo LT 
ra) rc is), 
! rs f D SN 19 12 12 Hire 3e 
VTT +VYY + 23 Y(LP+Y?+ 3 re C 
4 ? ! ! 19 19 9 HS 
GUTT +Yy +23 )—3(22+y2+32)+ — = 7; 


r 


mais ces équations ne sont pas distinctes et se réduisent à cinq. On 
propose d'appliquer à l’intégration du système en question le principe 
du dernier multiplicateur. 


5. Prouver que la sphère est la seule surface dans laquelle le plan 
tangent soit normal au rayon vecteur issu d’un point fixe. 


6. Trouver l’équation générale des surfaces dans lesquelles la nor- 
male est perpendiculaire au rayon vecteur issu d’un point fixe. 


PEN Jr 1 Jr des.fonctions données de 71, T2: :..,Tn; 
trouver une fonction 4, telle que l’on ait 


O( fr, Ja ...) În—1 u) Sfr 


d(æ, La, +.) Cn—1; Tn) 


et montrer que la question peut être résolue au moyen d’une qua- 
drature. 


8. Trouver l'équation des surfaces, telles que la longueur de la 
normale comptée à partir du point d'incidence jusqu’au plan des æy 
soit égale à la distance de l’origine au pied de la normale sur le plan 
des æy. 
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CHAPITRE IL. 


THÉORIE DES ÉQUATIONS QUELCONQUES AUX DÉRIVÉES 
PARTIELLES DU PREMIER ORDRE A UNE INCONNUE. 


I. — Classification des solutions d’une équation aux dérivées 
partielles du premier ordre. 


Il sera bientôt démontré qu’une équation aux dérivées par- 


uelles du premier ordre 
0 


dans laquelle E désigne une fonction quelconque de la fonc- 


tion inconnue w, de ses variables æ,, æ,, ..., æ, et de ses 

dérivées p, = ue Pre Se admet une solution qui, 
OZ: On 

pOur Zn = X}, ZX), élant une constante arbitraire, se réduit à 

une fonction arbitraire des autres variables x, Æo, ..., Æn-1. 

Une pareille solution porte le nom d’'intégrale générale. 

Toute solution qui se déduit de l'intégrale générale, en par- 
ücularisant la forme de la fonction arbitraire dont dépend 
celte intégrale, porte le nom d’intégrale particulière. 

Toute solution qui n’est pas lintégrale générale ou une 
intégrale particulière est une intégrale singulière. 

Toute solution renfermant nr constantes arbitraires, c’est- 
à-dire un nombre de constantes arbitraires égal au nombre 
de variables dont la fonction inconnue w dépend, a reçu de 
Lagrange le nom d’intégrale complète. 

Par extension, on a donné le nom d’intégrale générale, 
d’intégrale particulière, d’intégrale singulière, d’inté- 
grale complète, à une équation entre la fonction inconnue 
et ses variables, d’où l’on peut tirer par de simples opérations 
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algébriques, c’est-à-dire sans effectuer d’intégrations, une 
intégrale générale, particulière, singulière ou complète. 
Ainsi, par exemple, si l'équation 
? , 


F(u, Ty, Po, -..; Mn; Aj, An, ..., An) = 0, 


dans laquelle &,, &>, . .. sont des constantes arbitraires, défi- 
nit une valeur de w satisfaisant à E — o, quels que soient x, 
DR ET CL di, Ga, ..-, An, On dira que celte équation 
F = o est une intégrale complète de l'équation E — 0. 
Disons enfin que Æ constantes arbitraires ne doivent être 
considérées comme distinctes, que si, pour x, = x", 
Xn = Ly, elles permettent de choisir arbitrairement w et 
k — 1 dérivées de cette fonction. 


II. — Des intégrales complètes. 


Considérons une équation aux dérivées partielles du pre- 


mier ordre 
E = o. 


Entre la fonction inconnue w, les n variables æ,, æ», ..., 


, ’ LA « , ou du 
æ, dont elle dépend, et ses dérivées p, — DR ir _ 
1 nm 


Une intégrale complète de cette équation, étant une intégrale 
contenant 2 constantes arbitraires, se présentera générale- 
ment sous la forme 


(1) ns ur as sy An) = 0, 


is A2 +, An désignant des constantes arbitraires. Dans ce 
qui va suivre nous ferons d’abord abstraction du cas où les 
dérivées de F, ou celles de w relatives à 1, ..., æ, seraient 
infinies ou indéterminées. 


Taéoreme 1. — Si entre l’intégrale complète (1)etses 
dérivées totales 


D oE dE. ae nu 
- _ 0x: NES NT ©: TE ES. DENT A dE 
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on élimine &i, &:, ..., an, on trouve l'équation proposée 


E = o. 


En effet, dire que (1) est une intégrale complète de E —o, 
c'est dire que, si l’on en tire w et ses dérivées P,, D», :.., Pn 
pour les porter dans E —o, cette équation se trouve satis- 
faite identiquement; en d’autres termes, si l’on ure w, p:, 
DEA 


dE 0F 0F 


0 
(A) F=—o, FU 0 end ..) 0%,  PIGREES 


pour les porter dans Ê — 0, cette équation est satisfaite iden-. 
tiquement, c’est-à-dire quels que soient Zi, Zo, . .., Æn et 
Qi, Gp °.., An. Or Ê = 0 ne Contient pas les 4 done 0 
a lieu en même temps que (A); c’est une conséquence néces- 
saire des équations (A), ne contenant plus &,, &>, ..., än; 
c'est donc la résultante provenant de l’élimination de &,, 
&2, ... entre les équations (A). C. +07 Fe 

Mais E — o ne sera la résultante des équations (A) qu’au- 
tant que les constantes & seront distinctes, c’est-à-dire telles 
que ces équations aient effectivement une résultante unique; 
s’il n’en était pas ainsi, on ne considérerait pas F — o comme 
une intégrale complète. 


Taéorëme Il. — Quand on connaît une intégrale com- 
plète d’une équation aux dérivées partielles du premier 
ordre, on peut toujours en déduire, par la méthode de 
la variation des constantes, la solution la plus générale. 


En effet, en choisissant convenablement &,, &@:, ...,an,on 
pourra toujours faire en sorte que l'équation (1) fournisse 
pour uw une fonction donnée à l’avance f de æ,, æo, ..., 4»; 
il suffira pour cela de poser 


Erin Ds sr Dit LI RE 


et de se donner à volonté a,, &», ..., &n_, : l'équation précé- 
dente fera alors connaître a. 
Proposons-nous alors de satisfaire à l'équation aux dérivées 
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partielles proposée en choisissant convenablement &,, &s, ..., 
4», et en les regardant non plus comme des constantes, mais 
comme des fonctions de #1, Æ», ..., Xn; on tire de la for- 
mule (1), en la différentiant à ce point de vue, par rapport à 
Lyy La, ce.) Un) 


0F Cp or da: OF da: 

A per: du da dr; das dE NE 
(2) LE a à LL 0 

0T3 OO dr 0er Ds d 


ANR en nee ets he pote e 9.6) ee Eve se es © 06 © à je + Le 0,0 © 


Ces équations se réduiraient aux formules 


no er 0F 
A Se ou Le 

(3) { 0F vor 
| DS Ou 


qui donnent P,, Ps, -.., quand on suppose &@i, @s, ..., 


constants si l’on avait 


dar.) OP das. PRG RE re 
dar dr) 0 dr JUNE 

(4) (OR da OF da OF da, 
| Ddr:. da dr, SAS de PS EU 


Mieintiole To ele 8.» 9 see © ee ss ets. de +0, à 5,0 ee © 05e 


Les valeurs de u, pi, Pr, . -., tirées de (1) et (3), satisfe- 
raient à l'équation proposée, puisque par hypothèse, en tirant 
U, Pis Peas .-. de ces équations pour les porter dans la pro- 
posée, celle-ci devient identique, quels que soient &;, &@»,..., 
et cela quand ils sont fonctions de æ,, x», ..., aussi bien que 
quand ils sont constants. 

Ainsi l'équation (1) constituera encore une intégrale de la 
proposée si les fonctions &;, &2, ..., a, satisfont aux for- 
mules (4). On peut résoudre ces équations de plusieurs 


manières. 


1° On peut supposer GR — 0 RAP 
h DE LAS ENST AN CRU, ARE 


‘10410rS 
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&i, @, ... sont des constantes et l’on retrouve la solution 
complète d’où l’on était part. 
29 On peut supposer 
0F 0F 0F 


5 = 0 0 ER = 0 
5) 04; y 0 , JU » : 


ces » équations, quand elles sont compatibles, déterminent 
des systèmes de valeurs de &,, &:, ..., a, satisfaisant à la 
question : on obtient donc une intégrale ordinairement sin gu- 
lière en éliminant a;, &, ‘a, entre (bete 

Mais 1l n’est pas besoin de supposer que _ , LED .) en 
0@j 02 04» 


soient tous nuls, pour satisfaire aux équations (4) : on peut 


supposer 


O(&:, >», CM An) = 
d(%1;, Ta, …. Tn) 


(6) 0; 
le déterminant du système (4) étant nul, ces équations (4) 
rentrent alors plus ou moins les unes dans les autres, et 
d’ailleurs la formule (6) montre que l’on doit supposer des 
relations entre les &. 


Supposons d’abord 


(7) dn — o(&, a, ss An—1); 


alors devra être remplacé par À ER 
0a; p P da; 0@, da; que nous 


Poe ’ oF - 
désignerons, pour abréger, par (ze) ; les formules (4) devien- 


dront alors 


Re \ da, 2 / oF | dan 


Ga ) ri GR 


0F\ da; | Fa OF \ dans 20 
0 Aria rt | dr: 


et l’on y satisfera en posant 


_ RETRE DEN Ie 
ke er ee A4 Hs \ Va n—1 4 
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Les équations (7) et (8) feront alors connaître &;, &, ..., @n 
et, en éliminant ces paramètres entre (5), (8) et (1), on aura 
la solution dite générale renfermant la fonction arbitraire ©. 
L’élimination ne pourra ordinairement qu'être indiquée. 

On peut aussi supposer plus d’une relation entre les fonc- 
tions « et faire 


9 En = On(di, A) #25 Gr); -.… di+1 — Di+1(@1; SARL TRE 


Si l’on pose alors 


EL OF ques,  0F dpn _ OF ) 
day, L 0&;+1 4, Dur 04» day, me day, 


on est conduit à calculer les & au moyen des formules (9) et 
des suivantes 


MELUN DEN par La 
ee) pe a) Mt VITE 


Je dis maintenant que nous avons ainsi la solution la plus géné- 


rale. En effet, appelons w — V la solution complète déduite 
de (1), en supposant &,, &:, ... constants, et soitu = W la 
solution la plus générale ou, si l’on veut, une solution bien 
déterminée, mais quelconque. On peut poser W — V, à la 
condition de supposer, comme nous l’avons dit, les & variables 
et convenablement choisis ; » — 1 d’entre eux d’ailleurs peu- 
vent être pris arbitrairement; nous les déterminerons par 
les équations suivantes 


VAE oW oV 
(10) ‘MES hr ( }: 


ses 
É NV REA ERA ; . 
où (=>) est une dérivée prise en laissant les a constants. Or, 
u 
si dans l'équation proposée on remplace w et ses dérivées 


OV * oV RO, 
par V,(—);..., ( » On obtient une identité, d’où l’on 
Ô0T; LOTn 


peut tirer une équation de la forme 


OV \ OV \ OV 
— {| / a ….., . 
_. ée LV: Ga il 
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Si, dans la même équation proposée, on substitue à la place 
0W 


de w et de ses dérivées W, SR 
1 


-., On à aussi uneidentité, 


d’où l’on tire évidemment 


oW OoW JW 
Eds ah te PA dt : 
PE ACIER Ÿ (w, 0x à me) d 


mais, cComméê l’on suppose V = W, on voit que, les formules 
(10) ayant lieu, 1l faut que l’on ait aussi 


Gr) OMS RON: 
ORNE 
Maintenant différentions l’égalité W = V ; nous aurons 
NAN EN 4 OV da; @ OV dan 
0; @ OT; 0&; dx; pie Van dx; : 
DIN PP EO NE JV da; Le OV da» 
OT . dar dev Van dts’ 


CC 


Ces formules, en vertu de (10) et (11), se réduisent aux for- 
mules (4), dont elles ne diffèrent que par la forme, car les 
formules (4) prennent bien la forme 


OV da; OV da» 
EVA ES IÉEE — .. 7 er —= ? 
0&; Al 0&n dx; 


quand on suppose F — 0 de la forme V — uw = 0; les a ne 

peuvent donc être déterminés autrement que nous ne l’avons 

fait. (La théorie précédente est de Lagrange, Œuvres, t. II 
Ï 8€) ; 

et IV.) 

Il résulte de cette théorie que les équations linéaires n’ont 
pas de solutions singulières, et, en effet, si l’on considère 
l'équation 

q 

0x MOT 0x 
Di 


(a) An + As ST ARE EEE 


et si l’on appelle 


Pi = 0C1) Poe — Ca) ..) Pr = Ca 
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les intégrales du système 
Le 


V3 10 re À dE 
D OH iX. 


l'intégrale générale de (a) sera 
P(o:, sé FOIE On) = 0; 


ou tout au moins peut-on affirmer que ce sera une des inté- 
grales de l'équation (a); il en résulte que 


(b) A Di + A2Do +... + AnOn —1=0 ou eo, 


di, ds, + .., @n désignant des constantes arbitraires, est une 
solution complète. Or les solutions singulières s’obtiennent 


en déterminant &,, @>, ..., au moyen des équations Te 0, 
oF 
0» 
&>, ..., vu qu'elles ne contiennnent pas ces variables. 

Il est facile de s'assurer aussi que les solutions complètes 
de la forme (b) appartiennent exclusivement aux équations 
linéaires, et, en effet, en éliminant àa,, &2, ... entre (b) et 


= 0, ..., qui ne sauraient fournir de valeurs pour &4, 


ses dérivées 


a 01 + a 0e —- a +(a 091 (gs = 0 
L'Ox 2 0x 0: ox: Xe Fr 
\ 
(cu 0 qe re 0x x + 0T9 y L 9% ÿ OZ | 
ox ox 


on a une relation linéaire en » +++ ([AGRANGE, Âé- 


021" 0x 
motres de Berlin, 1372-1774). 
Nous ferons observer, en terminant, que, si l’on donne une 


équation, telle que (1), 
(1) M Date cs Œnidi oies. Ah} 10; 


en éliminant les constantes &,,&@»,...,a, entre cette équation 
et celles que l’on obtient en la différentiant par rapport à x1, 
Z,-.., &neten y considérant w comme fonction dex,,...,%n; 
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on obtiendra une équation différentielle du premier ordre 
E—o, dont (1) sera une solution complète, mais qui aura 
une solution plus générale que l’on pourra déduire de (1). 


III. — Remarques au sujet des théories précédentes. 


Nos conclusions sont subordonnées à l'existence d’une 
solution complète, et dans ce paragraphe nous admettrons, 
non seulement l’existence d’une solution complète, mais, ce 
qui sera bientôt prouvé, l’existence d’une solution générale 
se réduisant à une fonction arbitraire de æ,, Æo, ..., Æn_ 
pour æh — æ}. Mais nos raisonnements supposent essentiel- 
lement les dérivées dont nous avons fait usage fimies et bien 
déterminées; 1l est bon d'observer que, en supposant les p 
infinis ou mal déterminés, nos conclusions pourraient tomber 


en défaut, et des solutions singulières pourraient s’introduire à 
la suite d’hypothèses telles que _ to cs me LS O0 Re les 
équations linéaires elles-mêmes ne sont pas exemptes de 
pareilles solutions, que l’on peut appeler intégrales singu- 
lières de seconde espèce, en réservant le nom d’intégrales. 
singulières de première espèce aux intégrales régulièrement 
déduites des solutions complètes, comme il a été dit plus haut. 

Il est clair que, quand on connaît une intégrale générale, 
on peut, et cela d’une infinité de manières, en déduire une 
intégrale complète, en particularisant la forme de la fonction 


arbitraire dont elle dépend. 


Toute intégrale particulière contenant moins de con- 
stantes arbitraires qu’une intégrale complète peut se 
déduire d’une certaine intégrale complète en donnant 
des valeurs particulières à des constantes de cette inté- 
grale complète. 


En effet, toute intégrale particulière 0 se déduit de l’inté- 
grale générale O, en particularisant la forme de cette dernière ; 
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_si dans Ô on suppose +, — x, par exemple, cette fonction se 
réduira à 0°, en sorte que 0 est la forme particulière que 
prend @ quand on veut que, pour M,=r/1Cetle solution 
sénérale se réduise à 6°. Soient a, $, ..., des constantes 
dont le nombre ajouté au nombre des constantes contenues 
dans 0 fasse n; la fonction O, déterminée de manière à se 


réduire à 
00 w, 


pour æ» = +,, © désignant une fonction nulle, par exemple, 
pour 4 = 0, fs — 0, ..., sera une intégrale complète dont 
sera un cas particulier, celui où & — 0, $—0, .... 

Nous allons maintenant essayer de reconnaître si une inté- 
grale donnée est particulière ou singulière. La méthode que 
nous allons indiquer est loin d’être rigoureuse, mais elle 
permettra d’affirmer, dans certains cas, qu’une solution 
donnée est particulière en faisant découvrir l’intégrale géné- 
rale. 


- Si une solution 
NOT ARR») 


est particulière, on la déduira d’une intégrale complète, telle 
que 


0 Au FT... + An On, 


y, Do, ... pouvant contenir les constantes arbitraires, en 


faisant 4; — &» —...—0, en sorte que l’on aura 
00 Con 
na 0 Edit +. .., — + ad Des Tes (4 
OT; 0x, 


ou par la formule de Taylor, sc elle est applicable, 


LE (o gg + SE + Feet me) 
| 2h 00 DENON COR ln 
NONRIERE CAPES DE DU 0m 2) 
DL 06 Ca one 0 UN GE 00 
D ; 
Le terme E est nul, puisque 0 est solution de E — 0; les 
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termes du premier ordre en &;, &, ... sont nuls; donc 


0E 05; 0E 0w; 0E 
CO re Are SE mm ie (0); 


00 0x1 0pi OTa3 0Pa 


pour que les fonctions w existent, ces équations aux déri- 
vées partielles linéaires devront être compatibles; cela aura 
généralement lieu, et il faudra en outre que les équations 
obtenues en égalant à zéro les coefficients des termes d’ordre 
supérieur en @1, @», .-.. dans (A) aient lieu également. 


IV. — Application des principes précédents. 


Il ÿ a une foule de cas dans lesquels on peut deviner une 
intégrale complète : considérons, par exemple, l’équation 


(1) Pr =W(PR Le ss Pr); 
on y satisfait évidemment en posant 
(2) U—Uo—=diTi+@4tat.. Fan artn 1 Prn fr 0e) 


Uos diy Aoy +. An_1 désignant des constantes; c’est la solu- 
tion complète de l'équation (1). Si l’on prend la dérivée par 
rapport à &,, on a 1—0;iln'y a donc pas de solution singu- 
lière. Remplaçons alors 4, par &(a,, ..., ay_,): nous aurons 


(3) U—=GiTi+.. + dpi Tn—1 + Tnf (A; ...) An) + (ai, -.., An), 


et &i, 2, ..., An_, Se Calculeront par les formules dérivées 
de celle-ci par rapportata ta tt 


CU 
DETTES à 

(4) Of 09 
RATE Os MO TM 


seu» © pre le ls eee es vs 1e, 6/0 + 570% 


Considérons encore l'équation 


3=pXr+qÿ + /f(p, q), 
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analogue à l'équation de Clairaut où p — a Gi LR 
| 0x 0Y 

(1) z=ax+by+f(a, b); 


est évidemment une intégrale complète. Cette équation repré- 
sente un plan, la solution générale s’obtiendra en éliminant & 
entre (1) et sa dérivée 


o=2+0y+ + ; 
relative à a, en y considérant b comme fonction de a. La 
solution générale représentera donc une infinité de surtaces 
développables qui dépendent de la forme adoptée pour b. 
Enfin l’on obtiendra une solution singulière en différentiant 
(1) successivement par rapport à & et b et en éliminant ces 
variables entre (1) et ses dérivées, ce qui fournit une surface 
ayant pour plan tangent le plan représenté par (1). 

En résumé, (1) est l'équation du plan tangent d’une surface 
en fonction de ses coefficients directeurs, et si l’on veut, 1l 
en est de même de l’équation proposée. La solution singu- 
hère, la plus importante, est l'équation de la surface en ques- 
tion, et la solution la plus générale est représentée par toutes 
les développables circonscrites à la surface en question, 
puisque ces développables sont des enveloppes quelconques 
du plan tangent à cette surface. 


L'équation 
(1) Ji(p1s Li) + fa(pas Le) ++ fa(pns En) = H 
dans laquelle H désigne une constante, s'intègre assez faci- 
lement comme 1l suit. Posons 
JiCP1 &1)= &, 


désignant une constante arbitraire, cette équation peut 
être considérée comme aux dérivées ordinaires, et l’on peut 
supposer que l’on en ait tiré 


Uy = YP1(T1); 
L. — Traité d'Analyse, VI. 


= 
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l'équation (1) deviendra alors 
(2) f2(P; La)+... + fn(Pn) Tn) = H ai: 


Posant encore 
Ja(P2; Li) = 2; 


a2 désignant une nouvelle constante arbitraire, on en tirera 
pour w une valeur telle que w: — v:(x2), et la formule (2) 
donnera 


J:(p3; T3) +. + fn(Pn: Tr) — H — a; — &; 


enfin l’on aura u, — ©, (x,), en désignant par w, la fonction 
qui satisfait à fn(Pnrs La) = H — Gi — As —... — an_1. Con- 
sidérons maintenant la fonction 


U—= U+UüUo—+...+ Un + COnSt. 
Si dans (1) on porte cette valeur de uw, comme ws, ..., ur ne 


contiennent pas Z1, p, se réduira à D. æ,) se réduira 
0%: 


à a, etc., et l'équation (1) sera satisfaite. 
L’équation 


Ja P15 Li) + PC Pts Li) fa( Pas T2) = H 


se résoudrait d’une façon analogue. 


V. — Application géométrique. 


ProsrÈme. — Trouver une surface dont les normales 
rencontrent une courbe fixe. 


Soient æ, $, y les coordonnées d’un point de la courbe 


fixe et x, y, z les coordonnées d’un point de la surface dont 
L. RE UR | 03 V5 PEUR 
a normale passe en #, $, y; en posant = = p, 3x © VE 


TX 


x + p(z=#)=0, 
Y—8+g(s—Y)=0, 
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4 et $ désignant des fonctions données de y; ces deux équa- 
tions équivalent au fond à une équation unique aux dérivées 
partielles dont on a une solution en posant | 


() cr OTRP+(G—-Y)=RM, 


R désignant une constante ainsi que y et, par suite, ainsi que 
« et $. Cette équation constitue une solution complète de 
la question ; en supposant R fonction de y et en éliminant y 
entre celle équation et 


(2) ae P)f+(s—y)= RER 


on aura la solution générale du problème. L'ensemble des 
deux équations (1), (2) représente l’enveloppe d’une sphère 
dont le centre décrit une courbe donnée. En supposant 
R = const., on a une surface canal. 


VI. — Quelques équations intégrées par Euler. 


Considérons l'équation 
(1) 3 — Pg; 
où 
03 03 
MEET à 
On à 
dz = p dx + q dy 
ou bien, en vertu de (1), 
ds= dx +qd ; 
q ET 


on en déduit 


on en tire 
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donc 
Z Z po 
d(y—<)= À (a7—ar)= 7 DES 


par suite, F désignant une fonction arbitraire, 


_ 


(2) PRE RE TN 
donc 
d(y—<)=Fig—2)d(g 2) 
donc 
(3) UE dut cr, 


En éliminant g entre (2) et (3), on a la solution; mais ceci a 
besoin d’être vérifié, car on ne saurait affirmer que F soit 


arbitraire. Considérons les équations 


De = F(a— x), 
22 = (a — 7), 


et cherchons à quelle équation différentielle satisfait 3 quand 
on élimine «. À cet effet, considérons 4 comme défini par la 
seconde équation; on aura, en différentiant la première, 


a dx dx 
Li9., 6 RE MEN EPRE 
LE ar ne F'(a PNA 


remplaçant F’(4— x) par =; on a 
_ = 


ou 2%, 


| 


LA 


0 


RIR el 


= (0) ou GR (7 re 


on en conclut par l'élimination de « 


Gp u: 
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Considérons encore l'équation y = pq : si l’on pose 


FILTRE RETS 
PORT 
on à 
3= p dx + q dy =vxdx + T dy, 
2 2 2 2 
ds = a(2? +2 )-&(e-7) 
À 29 2 2? 
ou 
k, PU NO a At v* -T) 
2 He 2.2 D 
donc 
0 x? > 
= RE A «| 
x a (#), 


L'élimination de + entre ces équations donnera l'intégrale 


cherchée. 


VII. — Forme simple à laquelle on peut toujours ramener 
une équation aux dérivées partielles du premier ordre. 


Etant donnée une équation aux dérivées partielles du pre- 


mier ordre 
(1) Ji, La ss Æn, À; Pi: Pa; PA Had, 


dans laquelle x est la fonction inconnue, et p,, Da, «.., Pr 
sont les dérivées relatives aux variables æ,, &», ..., &», on 
peut toujours la remplacer par une autre qui ne renferme 
plus explicitement la fonction inconnue x, mais seulement 


ses dérivées. 


Première méthode. — On désignera par 


(2) o(æ;, Lis Las 3 Tn) = C 
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une intégrale de (1) renfermant une constante arbitraire c; on 
en déduira 


do, 0? 2 0 
RE ATEN 


si l’on tire p;,,-P», ... de là pour les porter dans (1), on 
aura 


0 ) 0 0 
(3) (eue co ane me tot ie D )=o; 


OT OT WE 


cette formule, par définition même du mot intégrale, doit 
être une identité, si l’on y suppose x remplacé par sa valeur 
déduite de (2). En d’autres termes, elle a lieu quel que soit c, 
et, par suite, en remplaçant c par une fonction arbitraire ; 
cela revient à dire qu’elle a lieu quel que soit +, et, par suite, 
elle est actuellement identique. Or cette équation (3) est une 
équation aux dérivées partielles par rapport à ©, qui ne 
contient pas © autrement que par ses dérivées. Quand © sera 
connu (et nous apprendrons à le calculer) en l’égalant à une 
constante, on aura une intégrale de (1). 

Cette méthode déjà exposée à propos des équations hi- 
néaires a l'inconvénient (bien faible il est vrai) de laisser 
échapper les solutions qui ne renferment pas de constante 
contrairement à notre hypothèse. [| Dilucidationes (Crelle, 


t. 23).] 


Deuxième méthode. — Jacobi a présenté une autre 
méthode qui n’est pas soumise au même inconvénient. Voici 
en quoi elle consiste. [ Vova methodus (Œuvres de Jacobi) 
et Vorlesungen ueber Dynamik.] 

Posons 


(4) UT: D RES 


l 
l 
t désignant une nouvelle variable, nous aurons 


0x 1 ou ou 
5 ER  — PET 2 _— — . 
(5) dei CPR 07 D'or 
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done x et ses dérivées s’exprimeront en fonction des dérivées 
de la fonction w, et l'équation (1) prendra la forme 


ou 1 du 


6 A 1 ou — 0) 
(6) Ta Ti, La; Mens ro n 0æ, Et En = 


Il est clair que toute solution de l’équation (1) peut être 


, , (42 . : . 
représentée par - et satisfera à (6); mais, comme M. Bertrand 


l’a observé, la réciproque n’aura pas lieu et toute solution de 
(6) ne satisfera pas à (1) quand on l'aura divisée par #, ce 
dont on peut se rendre compte en observant que, pour satis- 


+ EE CRC NE ; : u 
faire à (1), - doit être indépendant de €. Si d’ailleurs 7 est 


indépendant de 4, 1l satisfera à (1). 


On a répondu à l’objection, fort juste d’ailleurs, de 
M. Bertrand. Soit 


(7) La O(i ide, SI) Va: D, () 


une solution de l'équation (6) : dire que. — Ô est une solu- 
tion de (6), c’est dire que l’on a identiquement 


fax x 90 r Oo ms 
1 HUE RARE PES ST PRE “ee 0: 


c’est-à-dire quels que soient +, æe, ..., æ, ett. Cette rela- 
tion, ayant lieu quel que soit £, aura encore lieu si, à la place 
de £, on met une fonction quelconque des autres variables ou 
même une constante arbitraire; elle aura donc lieu, en parti- 
culier, si l’on suppose t défini par l'équation 


8 — = ou te D 
(8) dt dt ’ 
ceci revient à dire que si de (7) on tire w, après y avoir rem- 
placé £ par sa valeur tirée de (8), cette valeur de w satisfera 


du 
o 


à] 


encore à (6), ou, ce qui revient au même, en remplaçant 
par æ, à 


I Ou 1 ou 
LENS ENCRES ...) — = 0. 
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(5) 
RTRULC ACER U 
Mais EPA A alors égal à rt 


satisfaite; donc, en résumé, étant connue une intégrale (5) 


etc., et l'équation (1) est 


de (6), pour en déduire une de (1), on déterminera & par 
l'équation (8). Si l'intégrale de (6) se présente sous la forme 


FU, Mis las SRI ES0N 


on éliminera { entre cette équation el 


PALAU TL 
OU RALO TRE 
après avoir remplacé u par tx. 
VIII. — Intégration d’une équation aux dérivées partielles 


quelconque du premier ordre. 


Nous pouvons, comme nous l’avons vu au paragraphe pré- 
cédent, faire disparaître d’une équation aux dérivées par- 
uelles la fonction inconnue elle-même : cela fait, nous pou- 
vons supposer l'équation résolue par rapport à l’une des 
dérivées; ainsi une équation aux dérivées partielles du pre- 
mier ordre pourra toujours se ramener à la forme 


ou 


(1) Sn AC; Ts da, +2. Œn3 Pis Pas +5 Ph 


u désignant la fonction inconnue des variables x, x,, 
Las es Lny Et Pis Pas + ++; Pn SES dérivées TELE RE 
La, -+--, Æn alors f sera une fonction quelconque de x, x,, 
Lay ce; En Pi, Pas +, Pr Ne COntenant pas u. 

L’équation (1) sera intégrée si l’on peut découvrir pour 
Pis Pes +, Pn et u des fonctions telles que l’expression 


(2) Pi dTi+ pa dta +... + pn dan + f dx 


soit une différenuelle exacte; l'intégrale de cette différen- 
telle sera alors la fonction w. 

Pour résoudre le problème qui nous occupe, changeons de 
variables, et, désignant par &;, >, ..., «, des fonctions 
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actuellement indéterminées de æ,, æo, ..., &n el æ, consi- 
dérons 2, Æ....., x, comme fonctions de æ et de «y, 
4», ..., ar. Ces quantités seront nos nouvelles variables. 
Demander que l’expression (2) soit une différentielle exacte, 
c’est demander que l’on ait à la fois 


du dx; ÎTe dEn 

dx Par Pr — dx 

du dx AT dTn 

da, A dd EE T Pa PR + pq 
pour toutes les valeurs de : comprises de 1 à 2; ou, plus sim- 
plement, si l’on convient de représenter par un d les différen- 
tielles prises en faisant varier x seul et en laissant &,,@, ..., 
4, constants, et par un à les différentielles prises en laissant 
æ constant et en faisant varier &,, %», «.., 4», C’est demander 
que l'on ait à la fois 


(3) du = pdt; + pe dta +...+ prdatn + fdx, 
(4) QU = Py 0Ty + Po Va +... + Pn ÙTn. 


D D Dis Li do: -.., æ, les valeurs de w 
D Di, Le, .., Zn pour æ — x", ces valeurs 
seront, bien entendu, des fonctions de «,, 4», ...,4,. L’équa- 
tion (3) est équivalente à 


Ér) u=u+ f (pidti+...+ prdTn + f dx), 


et l’on tire de celle-ci 
Po 
u — cu [| (Ôp1 des +... + dpn den + pd dti +...+ pr 0 dæn+ 0fdx) 
x° 


ou bien, en intégrant par parties, 


Qu = dU0 + p0Ti+... + PndTn —pI0x)—...— piôrf 
F4 


se E2 dti+...+ OPn dEn — dpr0ti—...— dprôTn 


Fa of of of of 


+ de (5 A RP On + pr pate DE da) | 
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On voit par là que les formules (2) et (3) seront satisfaites 
toutes deux, si l’on prend 


(9) OUU— por. MED IN 
et si l’on annule la quantité placée sous le signe / dans la 
formule précédente (6), w se calculant d’ailleurs par la formule 


(5). Or on pourra annuler la quantité placée sous le signe f 


dans (6), en posant séparément égal à zéro le coefficient de 
chaque différentielle Ôx,, dx», ..., Ôp1, Ôps, ...; On aura 
ainsi le système suivant d'équations dites canoniques : 


d QE 
dr + Te do 0 dpi — — de 0 
OR. of 
dr 3 + Te T0) dp> — FE T0 
ou encore 
dx; e op dpi of 
dx 0P:1 k dx 0: À 
(8) NUL TER of dp: __ odf 
TZ 000 ML 


Adjoignons à ces équations la formule (3) qui donne du : 
supposons ces équations intégrées; les constantes d’inté- 
gration seront des fonctions de &i,4, ...,4n; nous suppo- 
serons l'intégration effectuée de telle sorte que pour x = x° 
ON QU Li = TL}, La = Lo, sets U = UV; Di = DITES 
nous poserons 


URGENT US PRE 
o (ue jets, RS 
0 0e En 


puis entre les intégrales de (8), (3) et les formules (9), 
y PE ; : 0 0 0 0 0 . 

nous éliminerons x, Lis ce Das i5 e  D TRES 

obliendrons ainsi des équations qui feront connaitre les 

p et la fonction u, de sorte qu'en éliminant aussi les p, 
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on aura u et cela sous une forme telle qu’elle se réduira 
M 0, Zn) pour. æ — xt. 

En effet, en posant les formules (9) et en éliminant x", 
D > ., u, on sait que l’ontobtient pour &, p1, 
Pa prudes fonctions qui pour z — x° se réduisent à 
DL, Lo, . .., Th) et à ses dérivées (p. 19). En second lieu, 
les fonctions w, pi, ..., p, ainsi déterminées satisfont au 
système (8), (3), bien entendu, puisque ce sont des intégrales 
de ce système, et comme, en vertu de (9),on a 


(3) Ou = p9 0x9 +...+ p9 dr, 
la formule (6) se réduit à 
ÔU = pi0ti+...+ Pnn, 


c'est-à-dire à (4); or (9) est une conséquence de (3) déjà véri- 
fiée, donc (3) et (4) sont aussi vérifiées; en d’autres termes, 
l'équation (1) est intégrée. 

Plus généralement, intégrons le système (8), (3) de 
DD UE pour 2 — xt on at Ti 2", pi —<p;,u — W, 
posons 


= 0 0 0 
u9 = w(x}, Tir1, Dh): 
(10) ‘ 0 0w 
 — Sn) ETES = =— 9 
iT 0x9 LCR 


entre les équations et les intégrales de (8), (3), éliminons 
0 0 0 0 0 0 0 

D, Pas - ., Ds Lis Lisp es Tns NOUS 

avons encore une intégrale de (1), moins générale que la 


précédente, mais qui se réduira à m(xi, æixs, ..., Ta) pour 
0 

1° 

Si entre les intégrales de (8), (3) on élimine p°, ..., 


0 s A 
Ph Et Pi, Ds, -.., Pn, La résultante fera connaître u en 


M0, 1,2), uvet deti; Ze, ..., my;ce sera 


une solution complète de (1) renfermant les constantes 


0 0 0 
Li, Lo) ..) Th: 


= _— 0 
D. di — x 


Roue voir, il suffit de supposer p}— tu, ..:, po —«,; 
D, 02 —0; l'équation 


IN es 0 SN 0 0 S 
QUV—= pi ovine. + poor 
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est satisfaite et les intégrales de (8) et (3) feront alors con- 
naître «w, les x et les p en fonction des p° = 4; l’élimination 
de ces p°— « fera alors connaître w et les p, ou « seul si 
l’on élimine aussi Les p en fonction des arbitraires x, ... et 
dé ER NEr 

Malheureusement ce dernier procédé est illusoire dans des 
cas très nombreux, par exemple, toutes les fois que l’équa- 


. ; ou 
uon (1) est homogène en pi, Ps, ..., ==» parce que alors 


(3) du = pdt; +...+ f dx 
peut s’écrire 
E = ni er 
mais f étant homogène et du premier degré, il reste 
du 
dx 


l’une des intégrales du système (8), (9) est alors u = const., 
l'élimination des p, est alors impossible; mais, si l’on désire 
une intégrale complète, on peut la trouver en donnant une 
forme particulière avec r constantes arbitraires à la fonction & 
el en appliquant la première méthode. 

J'ai dit que cette dernière méthode tombera souvent en 
défaut, et en effet on obtient une équation homogène, quand, 
partant d’une équation qui contient la fonction inconnue 
elle-même, on cherche à la faire disparaître en la remplaçant 
par une autre fonction % telle que © = const., soit une inté- 
grale de l’équation proposée. 

Nous allons maintenant faire une application de nos mé- 
thodes. | 


IX. — Application. 


Intégrer l’équation 


0z 
dt =,n03 
OÙ 
03 PA oz 
PA Hay q dy 
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Il faudra poser 
dx : dy  dp  dq 
O 
on en déduira 


(1) D 7% sr gt th), 
Y=Y9+ pt — UN). 


S1 l’on pose 


u = [sara +w, 


Po) 05 
U = w(%T0, Yo); Dr O0? qu dy0” 


on aura w, en éliminant p° et q° p, q, x° et y? entre 
u = 3p0qî(t— to) + D(To; Yo); 


Pl) PR Bla) 


0— se 
PT 5m? (ÈS dy° 
et les formules (1). 


X. — Premier perfectionnement apporté à la methode précédente. 


On peut intécrer l'équation 
P 5 Ï 
(1) D M ri dns PiyPau.- y Pn)=0;, 


dans laquelle F est fonction des variables æ1, æ2, ..., æ, et 
des dérivées de la fonction inconnue w de ces variables 


‘à ou mou A ou 
HAE) P2 = =) He em 


0x 2 mn 


lorsque w n’y entre pas. sans avoir besoin de la résoudre 
d’abord par rapport à l’une des dérivées. 
En effet, supposons théoriquement l'équation (1) résolue 


par rapport à p, et mise sous la forme 


Na) , Pn = (Ci Te) sr) Tn; P1 P2; VER 
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On intégrera cette équation : 1° en posant les équations 


dpi of d SRE 9f 
dx 2) ÔT; à dx n OP; j 
(2) i=n—1 


di DNZ dr;+ f dTn; 


\ L 
2° en les intégrant de telle sorte que, pour x, = x}, on ait 
Le 0 RUE En () LR 0 10 = £ 
Li}, Pipiiu— Ut) %entre les iILE EEE 


Bla) 
(4) u0= w(x?, RE PIE 
Ph 0 SEAT. 0 0 
on éliminera u°,æ,,..., 0, Pis ces Paca DID CE 
et la résultante fera connaître w. Le théorème des fonctions 


. CC . Frise , 0 0 0 
implicites permet de tirer de (1) les dérivées , D ou 2° 

OTi Opi ÔT; 
Pn 


op, 0 les portant dans (3), les formules peuvent s’écrire 
pi 


? 


dpi  0F Fi Na RE 
dE Vu OT OPn 42 D Pi ; OP 


dures dr dXi + Pn En: 


mais, P, étant censé tiré de (1), il faut adjoindre (1) à ces 
équations qui peuvent s’écrire 


L —dp; __—dp: — dpn dx; 
SO TÉE 
0%: \ 09 0 n dpi 
MARNGZ ES 1e dEn 
(5) ta ee) EU: je 
0) Da 
ke - du 
OF 0F 
P1 0pi nue © TE TDrs £ 


Ces équations sont équivalentes à (3), mais il ne faut pas 
“ 1 see \ 4 2 
oublier d’y adjoindre F — 0, d’où p, est censé tiré; enfin 


e 4 , . d . 
nous y avons ajouté pour la symétrie le membre ET: qui 


(az) 
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fournit une équation rentrant dans les autres, en vertu de 
l'équation dF — 0, ou 


0F 0F 0F 
0x1 dr +...+ 0&æn dTn + dpi 


que l’on obtient en ajoutant les numérateurs et les dénomi- 
nateurs des rapports (5) multipliés par des facteurs évidents. 

Ainsi : Pour intégrer l’équation (1), on formera les 
équations (5), on les intégrera de telle sorte que pour 
Ti D, Li T,, L.., Zn — Ly 
D, D, u — ut, en.se servant de F —0 
pour éliminer p, [et en observant que le système (5) est 
surabondant]; après quoi on éliminera entre les inté- 


grales et 


DR RU :0 0 
US CAN AS TRE), 
0 05 0 0m : Po) 
À 5 , A - 9 sis — a — 
PI 5x9 PI 578 Pr Gr 


les x°, u, les p° et les p. La résultante fournira alors 
pour u une fonction qui pour %n = x, se réduira à une 
OT, . , Zn 1) des autres variables. 


XI. — Second perfectionnement de la méthode précédente. 


Considérons maintenant une équation aux dérivées par- 
tielles quelconque, pouvant contenir la fonction inconnue. 
Soit 


(1) R(T1, Day cs On Ly P15 P2; ratn) 0 


cette équation, dans laquelle F est une fonction donnée de 


la fonction inconnue x, de ses variables æ1, æo, ..., Tr, et 


des dérivées p, — IE Dn = e 
D Dr SR bre 
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Pour intégrer l’équation (1), nous poserons 


I 
IEEE ou RU 3 À 
(A 
ou ox 1 ou 
as 0 — —= RE ee | 
ot ; ÔT; APTE 0x; 
cette équation deviendra 
DLL OO 1 ou 
(2) Fa & …., &n EC 


Si nous parvenons alors à intégrer cette nouvelle équation, de 
telle sorte que sa solution soit de la forme {x, æ ne contenant 
pas {, æ sera l’intégrale de l’équation (1): c’est ce que nous 
allons essayer de faire (p. 54). À cet effet, posons, pour 


| ES. # CLR ou le # l’é . sv ce 
abréger, 5 —Q; 5 di équation (1) s’écrira 
: I I 

(3) F Us Poe RAR Tite 10; 


Posons encore 


0F , OF Lc'e 0F 2 
Op; 
pour intégrer (3), il faudra poser, d’après le paragraphe pré- 


cédent, 
=, 
SPRL S CT Eee (2 dq 
(4) PR CR X= 7 Pigits..+ Prgn 
__tdx; __  _ tdx» dt — ee 
Pr UP, OX Po 


et l’une de ces équations est une conséquence des autres: 
F — o seule doit être forcément conservée. Il faut pee 


ces FRERGE de telle sorte quepourz; zona 70 
EN M Pen Qi Que LUI TRES te 
l’on posera 

PAR NEO RENS LS 


(5) 
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et l’on éliminera les g, les q°, les x° et u°. Je dis que l'on 
peut faire en sorte que uw — 1x, x étant indépendant de #. 
En effet, changeons de variable et posons pour intégrer le 


système (4) 


qi tpi; 
ce système deviendra 
Fi 0: 
A _—-dpn — dq 
X1+piX Xn+pPnX Pipi+...+ Prpn 
MT 00 dtr . die, d du 
in, Pa NT NE Pz Lx tX ni t(Pipi+...+ Prpn) + Xgt 
où encore 
Tr 
0 4 À —dpniius — dq 
(6) Xa+paxX  Xn+pnX Pipit...+ PnPn 
Fa dt dr. _ dTn 
Dr EXO PH RL 


du — d(qgt)=o. 


On intégrera ces équations, de telle sorte que, pour +, = x° 

q 1 1 12 

x se réduise à x?, u à u° et p; à p? ; 1l faudra ensuite éliminer 
q, les æ°, les p°, u° et les p entre les intégrales et 

0 0 0 QP20UE Co] 

(7) Ho (ui m0) BÉPEES, 

TE 


On peut dès à présent éliminer g; il suffit de remarquer que 


HOT =AtLq)) on. tire ==; et le système (6) peut être 


, 2 A , ? , « dt 
remplacé par Le suivant où l’on n’a pas écrit x? 
H=#0; 
U\ 
mer 
M D ur dre (3) 
Xi+piX Fed Xn+prX Pipi+...+ PhPn 
_ dæ __  _ dr 
— P;, — +. — P, 9 


. « [44 # ’ 
et les calculs conduiront à une valeur de : indépendante de t 


L. — Traite d'Analyse, VI. 5 
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: - . Fi u® 
que l’on peut appeler #, si l’on remplace l’arbitraire w° par À 


on ser aconduit à la règle suivante : 
Pour intégrer l’équation 
F (æas Lo, ..., Tn, À; P1, Pos .: Pr — 0; 


Jormez les équations 


Nr 
dpi Le NOR CS 
Xi+piX Xn+PnX  Pipi+... Pop 
LT _ d&n 
P; ‘a SOI pate 


intégrez-les de telle sorte que les constantes d’intégration 
soient des valeurs particulières x5, . :., ps, ... des varia- 
bles, puis, entre les intégrales et les équations suivantes 
où w est une fonction arbitraire 


0w 
HO DLL ENNEE EN Pi = =) 
Ce : 0 

OT? 


éliminez les p, les p°, les x° vous aurez l'intégrale géné- 
. ralecherchée. Elleseréduiraà (xs, ...,Æn)pouræy=x#. 


Tel est le résultat auquel Cauchy était parvenu en 1819, 
mais par une voie un peu différente que nous indiquerons 
plus loin. 


XII. — Étude des équations canoniques. Théorème de Jacobi. 


Nous avons vu que l'intégration de l'équation aux dérivées 
partielles 


ou g 
(1) 9x = (Pis Pas +. Pr To Vis Laye 0) 


se ramenait à l’intégration des équations 


(2) dx pi — O, ape AS 
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Ces équations (qui sont celles du mouvement en Mécanique), 
ont reçu le nom d'équations canoniques; elles jouissent de 
propriétés curieuses dont l’étude fera l’objet de ce para- 
graphe et des suivants. 


Première propriété : Tnéonème DE Jacogr. — Quand 
on connaît une intégrale complète u de l'équation aux 
dérivées partielles, (1) renfermant les n constantes arbi- 
traires a, a», . .., on (outre celle qui doit y entrer sous 
forme additive), on peut en déduire les intégrales des 
équations canoniques (2), ces intégrales sont 


(G DA ou ou 

3) ner Dent PR ..) > Palin 
ou ou ou 

(4) nr Bi; UE Ba DRE re Be 


81, B2, -., 8h désignant de nouvelles constantes. 


Pour démontrer ce théorème, nous allons faire voir qu’en 
éliminant les constantes entre (3), (4) on retombe sur les 
équations canoniques. À cet effet, observons que, si l’on 
désigne par un d une différentielle relative à la seule variable 
x, et par un à une différentielle prise en faisant seulement 
0 du, OastÜo; -.., Or, On aura 


Pole dit —0 du; 


Or on à 


du => PidT: + B; dar, 
(6) dûu = > dpi dei +Ÿ pod; 


d’un autre côté, 


BEN ve CE 


0x FE mt 
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ou bien, en vertu de (1)et (3), 


du = f dx + p: . dx, 


N +. Of N À of NE N. _dæ; se | 
o du SD Le dX; x + de 0p; dx +Ù Pire dx + Ÿ pô dri. 


Comparant cette formule avec (5) et (6),ona 


Eu RAT ON UE A me )s ee 
(Gbis) DCE -Phe+D(E + 0Pi = O. 


Cette formule a lieu quels que soient les dx; et les Ôp;, car 
OX, OX 3 O1 OP») +. Sont arbitraires; 1l en résulte 
que les coefficients de dx, et Ôp; sont nuls, ce qui fournit les 
équations canoniques; donc, etc. CLOSE 


CoroLLAIRE. — Considérons l’équation 


ar d0 
rs - CU BEN CE PE WE re cl = 
(7) AE ? Tr” 1 29 ; ») k, 
où h est une constante arbitraire : si l’on en connaît une 
solution renfermant n — 1 arbitraires a, 4», ..., 4y_, et 


h, les intégrales des équations 


DER LE Fey eme dpi of 


Vi de + Op; l dr 0% 
seront 
06 06 
ne ae 
(9) | 4 se . 
Ps — GB; noue dan — Br—1; ET = — LE EE Lo: 


En effet, v étant une solution de (3), uw — 6 — hx sera une 
solution de | 


f ou ou du 

Pa OR De Fc an) = PE 

al 

d(u—hx) 24 * PLUS Re Ô(U — ART) 
ÔX; Ê é day FA 0h TA 


ou les équations (9) seront des intégrales de (8). 
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Les théorèmes de Jacobi ne sont pas seulement curieux, 
ils ont rendu d'immenses services à la Science. Les équa- 
tions du mouvement en Mécanique se ramènent le plus sou- 
vent à la forme canonique, et, dans un grand nombre de cas, 
l'équation aux dérivées partielles est plus facile à intégrer 
que les équations canoniques qui lui correspondent. Pour 
faire une application du théorème de Jacobi, considérons les 
équations canoniques 


dx dy q GÉAPORLE A 
Hron dt 2? dt  x?y? 
dp  g? r? dq r2 di 
= LL + >» —— AN Pr 0: 
Mr re dy EVE 7. dt 
q F' q rè r? 
dans lesquelles — p, — TEE — my 77e? o sont 


les dérivées de la fonction 


Pour intégrer ces équations, il suffira d’avoir une intégrale 
complète de l'équation aux dérivées partielles 


I NN 
D + 72 gi x? y? — — 2, 
où 
du ou ou 
5 0x? “4 dy” ue 03 


Or il est facile d’avoir cette intégrale en posant 


du \? Ou\? a? ou\? 2? 
ASS MR is Hate iR SET 
(a) Re (œ) HOUR (a) Ta p. 


/ 


4, B, désignant des constantes, on en retire 


y ne x 
a? ARE 

U = 43 + 2— — d sl — — —2h dx, 
| 1 V/£ y? 5 o V x2 
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et les intégrales des équations données seront 


ou ou vu 

EP Go à 07 —? AR 

ou ; ou ; ou 

He en. AL 5h 7 ( 


a, P', + désignant de nouvelles constantes. 


XIII. — Cas ou le théorème de Jacobi est en défaut. 


Conservons les notations et le numérotage des formules du 
paragraphe précédent. Il est clair que le théorème de Jacob: 
ne sera plus applicable si les équations (3) et (4) ne per- 
mettent pas de calculer les p et les x en fonction des a et des É, 
en d’autres termes, si le système (3), (4) est incompatible ou 
indéterminé; on ne pourra plus en effet considérer les x et 
les p comme arbitraires et les formules (2) ne sont plus des 
conséquences forcées de (Gbrs). 

Voici un exemple du cas que nous venons de signaler : 

Je suppose que des équations canoniques (2) on puisse 


déduire des intégrales ne contenant ni les p ni les p°, valeurs 


0 
15 


To, +, pour æ = &°: on a vu que l’on pouvait trouver-une 


des p pour x— x. Soient x}, xs, -. . les NAS 


solution complète de (1) en éliminant les p et les p° entre les 
intégrales de (2) et 


L 
= + f (pi dti +...+ pndtn + f dx). 


Je dis que, cette solution complète étant connue, on ne peut 
pas lui appliquer le théorème de Jacobi. En effet, différen- 
tons l’équation précédente par rapport aux constantes æ?, ..., 
Pis --.; nous aurons, comme on l’a déjà vu, 


Ou — + p dr — Ÿ prüe— [ S(ap dx — 0p dx + df dx). 
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Si l’on suppose les équations canoniques salisfaites etdu? — 0, 


on aura 


(1) du = © p dr — D p°èx!, 


d’où l’on déduira, comme conséquences des équations cano- 
niques, si les x et les dx° sont arbitraires, 


0. 


RER DU 

0x: cit 4e 09 ES 
el par suite, ces équations sont les intégrales des équations 
canoniques. Mais, s’il existe des relations entre les x et les 
æ®, c’est-à-dire s’il existe des intégrales des équations cano- 
niques ne contenant pas les p n1 les p°, cette conclusion sera 
inexacte; on peut tourner la difficulté. Soient, par exemple, 


Vi (T1, De, + , TŸ, 25, FAO 
Lo (er, PAR . me, UE ) — 

Se Re EC et le ei te tie te dla ta : 
DES ide dent) 240 


k relations entre les x et les x° faisant partie des intégrales 
des équations canoniques, et supposons qu'il n'existe pas 
d’autres relations entre les x et les x°; on aura 


DEL D DE. 0 
(2) 0x fig 28 FE Re 


+29 se sp 101N Se rare ©: a 0)» 2» De à 5 + © »,0.2 


En éliminant Æ des variations Ôx, 0x° entre (1) et (2), on 
pourra égaler à zéro les variations restantes; cette élimina- 
tion peut se faire par la méthode des multiplicateurs, et, en 
appelant À,, À, ..., À des indéterminées, on aura 


du OUR OUR 

— — D; + RATES CROSS PE 
0%; PA 0; * dx; à) 
du QUE QUE 

ES 0 ! À: EAP -E Que ve —= 
02? È l 09 pe dx ti Fe 


l'élimination des À fournira des intégrales des équations Cano- 
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niques; ces intégrales jointes à d, — 0, d, — 0, ... consti- 
tueront le système complet de ces intégrales. 


XIV. — Sur une application du théorème de Jacobi. 


Le théorème de Jacobi permet, étant donnée une intégrale 
complète de l’équation 


(1) Hp 


Ô0T 

d’en déduire une intégrale se réduisant pour x = x! à une 
fonction donnée de æ,, æ:, ..., æ,. En effet, de cette inté- 
grale complète on déduit, comme on l’a vu, au moyen de 
simples différentiations, les intégrales des équations cano- 
niques d’où l’on déduit l'intégrale demandée de léqua- 
tion (1). 

Il est clair que cette conclusion est exacte lors même que 
la solution complète ne donne pas explicitement w : en effet, 
si elle se présente sous la forme 


FC, Das MORT ARR EE 
4 = 2 4 4 £ ! 
les équations (3) et (4) du paragraphe précédent qui font 
connaître les intégrales des équations canoniques seront 
remplacées par les suivantes 


0F F 
ÔTi AU Ce 
0F OF 


sde 0) 
Dés RO à 


qui leur sont équivalentes. 


XV. — Théorème de Donkin et de Poisson. 


Nous ferons souvent usage d’une notation introduite par 
Poisson et qui simplifie l'étude des équations aux dérivées 
partelles. Nous poserons 
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ou, ce qui revient au même, 


dx O8 0x 08 dax 08 0x O8 


2 doi 07 0m op, Op dns | 


L'intégration des équations canoniques 


dri of dpi __ 0f 


de Dpi: dx 0; 


(2) 


peut se ramener à celle de l'équation aux dérivées partielles 
suivantes, où © désigne la fonction inconnue, 


De op op  of à à 


0x re 0%: OP: 0Pi JT 0La OPa dPa OT 


c'est-à-dire, en vertu des notations (1), 
de 
si donc + est une intégrale des équations (2), on aura 


02% ? 

sy = ta a), 
et, si cette intégrale ne contient pas +, on aura (f, «)— 0. 
Cette formule est un cas particulier d’un théorème remar- 
quable dû à Poisson et que nous allons démontrer. 


Dans la suile nous emploierons la locution « l’inté- 
grale a» au lieu de « l'intégrale x — const. » pour abréger 


le langage. 


Taéorème DE Donkin. — S% l’on pose 
(4) (B y=a (ya)=b, (a B)=ec, 
on aur« 
(5) (a, a)+(8, 8)+( e)= 0: 


en effet l’on a 
(arab; 2)+ (y, c) 


=Y dx 04 dx da =D 086 db 08 db " 
À, OT; dpi ny OP; 0%; 0Tÿi OPi Opi OT; 
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ou, en remplaçant «a, b, c par leurs valeurs (1), 


SPA Res 

Oti dpi OT; 0pj Op; ee) 
RS CEE OR Re 
Pi D 0x; 0p;j  dp; 0x; 


DE 028 OY dx 08 dy 0x 02B 0 


— — ———…—…—_—_—_ — —  —…—_— — 


07; 0x ;0pi 0p; ca dx; 0x; dp;0p; dx; Op:0p; 0x); 
D Re 02 ee oi ee 
D SRS EE NC DL RO MOT da OR MES SE ; 
Op; 0Tj 0p;0r; bi Op; 0t;0p; 0x; Op; 0p; 0ri0æ; on: 


Or il est facile de s'assurer que tous les termes de cette 
expression se détruisent deux à deux. Prenons, par exemple, 
DE LME S FETES 
dpidp; 0; 0x? 
(B, db) et dans celui de (+, c); dans le premier développement 


Ve ’ d" 
sera positif, dans le second celui de pie 
0x; OZ ; 


sera négatif; nos deux termes se détruiront donc. 
(EE Q. F. D. 


le terme il entrera dans le développement de 


Æ 


le coefficient de 


Taéorime DE Poisson. — Soient # et 5 deux intégrales 
des équations canoniques ou de (3), on aura (si aucune 
? ? 4 A 
d'elles n’est égale à f) 


05 | 08 
(6) Ce NE CCE 


dx 
Si l’on pose 
\e a, B)=c, 
on aura, par le théorème de Donkin, 
La, CB, J)1+[8, ( a)]+ [LS (@ BEC 


ou, en vertu de (6) et (7), 


(2 —5)+(8, me) + e)=0 
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(Éa)+ (8, 2 )+ C4 C0, 


ce que l’on peut écrire 


ou 


At a)+(f, c)=0 


ou encore 
dc 
T 2 HUE GV=t0; 
ou 
dc 
7 = Wrs C); 


ce qui montre que c est une solution de (3) (pouvant se 
réduire à une constante déterminée ou une intégrale des 
équations canoniques) : on en conclut le théorème de Poisson. 

S1 la quantité & était précisément la foncüion f, quoique 
/ = const. soit une intégrale des équations canoniques, on 


, 0 : ; 
n'aurait pas — (f, c), (x, f ) serait cependant nul si la fonc- 


on à ne contenait pas æ explicitement; on a, en effet, 


: 0 
(J; a) D + 
(Ar 
(A 4) —0, 


si & ne contient pas + explicitement. 

Mais, avant de formuler le théorème de Poisson, observons : 
1° que la quantité c — (x, $) peut très bien se réduire à une 
constante proprement dite et satisfaire à l’équation (3) qui 
admet de telles solutions; pour cette raison, (4, $) ou c ne 
devra pas être considérée comme faisant connaître une inté- 
grale nouvelle. 

2° La quantité (4, $)— c pourra très bien n’être qu’une 
fonction de x, 5 ou d’intégrales déja connues. Ainsi, pour la 
double raison que nous venons de donner, le théorème de 
Poisson. n’aura pas l'importance que Jacobi paraissait lui 


- 
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attribuer. Quoi qu'il en soit, le théorème de Poisson pourra 
être utile, fournir même des intégrales nouvelles, et n’en est 
pas moins un des plus beaux théorèmes du Calcul intégral. 
Nous l’énoncerons de la facon suivante : 


Stxet sont deux intégrales des équations canoniques, 
l'expression (x, B) se réduira à une constante quand on 
cherchera à l’exprimer en fonction de x seul. 


Quand les équations canoniques sont celles du mouvement, 
l'expression (a, B) ne varie pas avec le temps. 

La démonstration qu’on vient de lire n’est pas celle de 
Poisson, et, avant que Donkin ait fait connaître son théorème, 
Cauchy avait déjà donné une démonstration très simple du 
théorème de Poisson. 


XVI. — Théorèmes de Lagrange et de Cauchy; 
nouvelle démonstration du théorème de Poisson. 


Reprenons les équations canoniques 


1) d&; + Of DT COTE 
( de 1) Dana TOP 
si nous appelons 1, 4, ..., 4, les constantes qui entrent 


dans les intégrales de ces équations, on pourra considérer 
les « comme fonctions des x et des p, ou les p et les x comme 
fonctions des 4. Nous poserons alors avec Lagrange 


U=n 
OTy 0 dpy 0€ 
u 0Py PISE 
@) lmal=-ta cale DU SE ne) 
U=1 


alors on aura 


0] 


(5) [ &, œn|e0 
nous ferons toujours avec Poisson 


p=7 
(D Gnap=—(ara)= D( CH ou), 


UE 


Ù 
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el nous aurons 


LoD (a, œ)—= 0. 


Taéorème De Lacrancr. — Les quantités [a;, &;] sont 
constantes, c’est-à-dire indépendantes de x. 


En effet, en considérant / comme fonction des &, on a 


of e ( of xx of 2 


0x; OX a OPr da 


ou, en vertu de (1), 


Of =Y (27 Op Ar pr) . 


da; dx 04; dx oO; 


on en déduit, en différentiant par rapport à 4}, 


ENT CT A dx  Oa;j01; dx 


D 0%} dPk ODrÉOD dE 
w da; = dx Ou 02; dx | 


Permutons dans cette formule les lettres £ et 7, puis sous- 


UE D xx dpx pk 7) 


trayons-en la nouvelle formule ainsi obtenue; nous aurons, 


en observant que da; de | dx a 


AE} 


CLR 0 ; da; da; 
ou, en vertu de (2), 


pre [a, a;] = 0, 
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c’est-à-dire 
[a, «;] = const. C0" ES D. 


Taéorëme pe Caucay. — On a 


(26 4)[&;, ci] 


IST 
+ (ar, d)[a;; to] +... + (ar, an)[a;, an]= dE 


Oo Site 


in effet on a, d’après les formules suivantes, démontrées 
dans la théorie du changement de variables (p. 213, t. 1) 


1 — Opu 01 ORNE RSS 0er 
das pu 042 Opy dan OPy 

(6) | 9 — Ph 00 OP ENS LS 
Où 0py 042 0py Jan 0py 

RER des .…; PU) 06e (TEE PURES 
\ 0x; 0%) OL 0€ An 0x, 


on à aussi 


a da; 0: Où; Oa: 
(ai, EDS DL D 07 se)» 


Q = + , Se Ô 
Muluplions la première de ces équations par SERA la seconde 
da; 


dpy : 
par . » --. et aJoutons : nous aurons, en vertu de (6), 


& 
dPy. dpy. 0&; 
(&, du) pe + (a, Abe He. dæy 
on aurait de même 
0x OPA Do 
ee “ap FRITES 
(œ, dt) 02 [l (as, %) d .. — dPy 


RE ” 0x 
Muluplions la première de ces formules par —_F, Ja seconde 


0 0x; 

Pv. = , u 4 

par a retranchons, faisons dans l'équation résultante 
J 
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U—1, 2, 3, ..., A el ajoutons les résultats; nous aurons 
(a; as)[ «y, @] + (y, a2)[&;, CP ne 


_ da; 071 _ da; 02 _ Oa; dpi + da; OP» 
| dx: 0x ; OT2 0a; HS FER Op; da; OP» 0x; 


c'est-à-dire 


STE), 
roro LP SF AAEN 6 4 + (X;, T: Es YU ARRETE 
( L 1)[ J) 1] ( Ly 2)[&;; ao | + o Si 127. 
(( OSCF-0D 
TaéorëmMEe DE Poisson. — Le théorème de Poisson est un 


corollaire des théorèmes de Lagrange et de Cauchy; en effet, 
si les [4;, 4; ] sont constants, d’après les formules de Cauchy, 
les (a;, «;) le seront aussi. D'ailleurs, le déterminant des 
équations de Cauchy ne peut être nul; en effet, si l’on appelle 
D le déterminant des quantités [;, «;] et A celui des quan- 
Ulés (a;, æ;), les équations de Cauchy montrent que l’on a 
(en vertu de la règle connue pour la multiplication des 


déterminants) 
TR ETS 


donc ni D ni À ne sont nuls identiquement. 

C’est en vue d'établir le théorème de Poisson que Cauchy 
avait démontré ses formules, et cela dès 1831, dans un 
Mémoire lithographié tiré à un très petit nombre d’exem- 
plaires. C’est dans ce Mémoire qu’il a mis, avant Hamilton, 
les équations de la Dynamique sous la forme canonique, 
improprement appelée kamiltonienne. 


XVII. — Application du principe du dernier multiplicateur. 


Le principe du dernier multiplicateur s'applique très bien 
aux équations canoniques 
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ou à l'équation aux dérivées partielles 


du Ou of du of 
0x +D(E OX; OX; Le # 


le multiplicateur M de cette équation est donné par la 
formule 


0M 0 9 / SL 
ae Dan (M) D 7e (M) 


et l’on voit immédiatement qu'en prenant M = 1, on satisfait 
à cette équation : 


Donc, quand on connaît toutes les intégrales, moins 
une, d’un système d’équations canoniques, la dernière 
peut toujours s’obtenir par des quadratures, 


nouvelle propriété des équations canoniques sur laquelle 
Jacobi a attiré souvent l’attention des géomètres, et qui a été 
découverte par lui. 


Remarque. — Si la fonction f ne contient pas +, il suffira 
de connaître toutes les intégrales qui ne contiennent pas x 
moins une, pour avoir cette intégrale; ainsi dans ce cas, il 
suffira de connaître toutes les intégrales moins deux, pour 
avoir ces deux dernières. 


XVIII. — Constantes canoniques de Jacobi. 


Nous avons fait observer que le théorème de Poisson ne 
fournissait pas toujours une intégrale nouvelle; nous allons 
fare connaître un exemple remarquable de constantes qui, 


combinées ensemble, ne fournissent pas d’intégrales nou- 
velles. 


THéorëme 1. — Soit u une fonction der, 224880 
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den constantes arbitraires ai, &:, ..., 4n : st l’on pose 


ou ou 
(1) SRQE 0 4 a vertu Bs, 


ÔT; 
on pourra calculer les quantités « et $ en fonction des p. 
et des x ou, vice versa, les p et les x en fonction des u et 
des B; si l’on désigne par un d les dérivées prises par rap- 
port aux variables p, x et par un à celles qui sont prises 
par rapport aux variables a, $, on aura pour le change- 
ment de variables les formules suivantes 


da;  Ôp; dé; Ôpj 

nl | D L] 

dx ; 08; dx ; 0x; 

J Fz J L 

(2) { LA 18 \ 

TPE dhi  0r;. 
«ri N UML UN 3 
dp; 08; dpj da; 


on obtient ces équations en différentiant les formules (1) par 
rapport aux æ; et aux p: et par rapport aux «& et aux 6 et en 
éliminant les dérivées secondes de la fonction w. Si, dans la 
première des formules (1), on suppose —1,2,3,...,etque 
l’on différentie les formules ainsi obtenues par rapport à x; 
avec la caractéristique d, on trouve 


du 2u da; Ju dis 
= Ï Hero 0, 

0x 0y 0x0 dry 0%1042 dry, 

(5) { du du da; Au da 
= 0, 


À PAL ÉNEE LED ES 
| JL OX}. 0 0x; dry. 02 0%» dTk 


on a, de même, en différentiant par rapport à p, avec la carac- 
téristique d 


u day ,; du da 
dti041 dpy  Oti02 dpr 


(4) 


du da; du da 


L. — Traite d'Analyse, VI. 6 
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En différentiant avec la caractéristique à les dernières for- 
mules (1) par rapport à à, et f,, on trouve 


du du Ôdæ OU ÔTo 
NN pee ER). 
da dau da 0æ1 Ôzy 0%1 02 day 
(5) ®u Ou Ôr 2u ÔT: 
] 2 
Ce ou à RE Se UNS GIE ER —-, —= O0, 


du dx OU dT9 ®u dx 
ee ER ee a 5e à .— 0, 
040%: 06y LANDE 06y 04,03 05y 
UE A ee aie el ve 0 nseis 1e à ST ES 
(6) ne NX TAF ES 
Ou 07: OU 0T2 Au 073 2220 
daydr1 08,  Oaydra ÔB,  daydrs Of, É 
7 . 0 , 0 0x Ô To . 
Multiplions les équations (3) par =—; =—, -:., etajoutons-les 
au day 
en tenant compte de (5); ona 
du ÔT: Ou ÔT 


+, 


a — —— er 
dr 0xx day  OLo0T%k day 
2u da; Au du 


das Vas drx Ou0ay dry 
ù <a b 


ce que l’on peut encore écrire, en ajoutant et en relran- 


Ju 
chante 
0770, 
Ô du POIL 


dar y, à dry, day. 


ou bien, en vertu de (1), 


Spy _ de, 
0x dxy” 


c'est l’une des formules (2). Si, au lieu de multiplier les for- 


Ni NN 

0T1 ÔTo . . 1 0OT9 
mules (2) par <—; <—,..., on les multiplie par D) te) 

dau day Res 06, ÔBy 
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el si on les ajoute, en ayant égard à (6),ona 


du ÔTr OU ÔTo day 
EE — —*, 
0t,0%x ÔB,  Vri07x 08, dry 


c'est-à-dire 


c'est encore une des formules (2). En opérant sur (4) comme 
sur (3), on trouve les deux dernières formules (2). 


Tuéorëme II. — Si les variables p, x, u, $ sont liées 
entre elles par les formules (1), on aura 


(a, aj)—=0, (Bi B;) = 0, 
RTC RUES 
CROIS ji. RCA 
En effet, rappelons-nous que 
das dj; dus dh;\. 
(a, =Y (re dpy — dpy nn) ; 


(L 


\ 


si l’on fait alors usage des formules (2), on a 


a) n 
da; Ty, , da; 0Pry da. 
CNE >, D Es 
\ 


d?y, Ô2; dpy. Ôa; 04; 


il en résulte que, si &£7, le résultat est nul; si, au contraire, 
t— j, le résultat est égal à un. 

Les autres formules (73) se démontrent avec la même 
facilité. 

Il résulte de là que, si l’on appliquait aux équations cano- 
niques la méthode d'intégration de Jacobi du $ XIT, les con- 
stantes trouvées par ce procédé feraient tomber en défaut le 
théorème de Poisson. 

On a donné aux constantes qui satisfont aux relations (7) 
le nom de constantes canoniques. 
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S1 l’on considère les intégrales des équations canoniques, 


il est facile de démontrer que, si l’on appelle x? et p; les 


valeurs de æ;et.p; pour x = x°, les constantes x? et p} seront 
canoniques. Soit par exemple 


(8) pi = oi, de Mr Di DE TR 
SON AU EE 20 NON 

(9) pi = (xt, #9, ..., æ; p?, paie) 
et cette formule est identique; on a donc 


Pi— (1, Vas ++.) Æ, Pi; Po; +) 


De (8), on ure 


0 } ! 4 
er = Ppi( Li, V2, ...), 
EUDOUTE=Er, 
0p} ! (Ù (n 1 
dpi PET à 
op? 
ou, en vertu de (0), Re ai es 
: 
de même 
0x} 0p® 
OT; £ 0p ; ÉÉ 


el, par suite, 


(ue, TRE, (p?, Did 0 (%9,0p Jon (x}, ph 


XIX. — Méthode de la variation des constantes. 


On a souvent besoin en Astronomie de résoudre le pro- 
blème suivant : 


Les 2n équations canoniques 


5 dr; of dpi Of 


ALU dx 0x; 
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élant intégrées rigoureusement, on propose d'intégrer, au 


moins approximativement, les équations 


dx; La Of OR dpi h of 
(2) D 0 US 0 on 


2 


dans lesquelles KR est généralement petit par rapport à f. 


Pour résoudre ce problème, nous désignerons par «,, 
a; O1, Pa, -.., Pr les intégrales des équations (1) 
et pour la commodité nous supposerons aussi $, = 4:41, ..., 
Bu —= Gen, et dans les équations (2) nous prendrons pour 
D Aliplacedezr,; Zi5,...,17;, Pi, Dos --:, Da, les 
D... Un: O1 Vas ces One 

Nous aurons alors 


3) daÿ _ Oa; dr: fe da; As des dpi . l 
À ur dE 0T; dx 0La D 4 T opi dx ae 
dr; dpi 
dx dx 
et. en les portant dans (2), le ENS de variables se 
dpi 
pp entre 


(2) et (3). Cette élimination peut se faire en tirant ces quan- 
tités de (2) pour les porter dans (3), ce qui donne 


ar © of, oR Se en) 
dx 1% _ 0P1 # 0Lo OP» 0Pà 


Mets of, 0 à da; Le) 
dpi \or  0æ1) * ops \ox> da: 


an . da; 
S1 dans cette formule on fait R — 0, re - est nul; car, a; étant 
. , d À , 4 
une intégrale de (1), 1 est la dérivée d’une constante; on a 
dx 
donc 
da; Le | 04; Pa 
CÉSE Op ai 0P1 OT; 


, par suite, l’équation précédente se simplifie et devient 


ES D ee — jee do) 
Op; 02; 0x 0p;}? 


ie S 
LE 
LA 
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Or 
0R 0R 0: 0R 0% 


* 0e dpi 


Op; mp; 
OR OR da , OR 0æ 
dx ; da; 0t; das 0; 


* 


Portant ces valeurs dans (4) et faisant usage de la notation 
de Poisson, on a successivement 


daj … da; da Oa; 0 \ OR 

dx 4 ds Op; OT ; 07 ; Op j: da 

Ja; to a; +) 0R 
+ EE) + 

A 0 ; 0x; 0p;j/ da 

ou 

daÿ 0R OR 
(5) Fr De PEN LA) - Tres 


telles sont les formules dans lesquelles se transforment les 
équations (2); elles sont relativement simples, parce que les 
quantités (x;, «;) sont indépendantes de x. 
Quand «y, &o, + .., Pi, Ba, ... sont des constantes cano- 
niques, les formules (5) prennent la forme remarquable 
das OR dé; ôR 


(6) de GR 


Jacobi arrive plus rapidement à ces équations, mais nous 
avons préféré suivre la marche indiquée par Cauchy qui fait 
connaître les équations (5) dont on peut faire usage quand on 
n'a pas de constantes canoniques à sa disposition. | 

En résumé, pour intégrer les équations (2), on appliquera 
la méthode de Jacobi (S XIT) à l'intégration des équations (1), 
ce qui fournira un système de constantes canoniques &, $; 
après quoi, l’on formera les équations (6), auxquelles on 
appliquera encore la même méthode, s’il le faut, dans le cas 
où la fonction R pourrait se décomposer en deux autres R, 
et R, l'intégration de (6) étant simplifiée par la substitution 
de R, à R, et ainsi de suite. 
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XX. — Théorème de M. Bertrand. 


M. Bertrand a montré que, étant donnée une intégrale 
quelconque «, des équations canoniques, il en existait tou- 
Jours 27 — 1 autres %», 43, «.., 29 donnant les relations 


DA = rhelt (ai, da; 0, pour 2 >. 


La démonstration de ce théorème repose sur les suivants, 
également dus à M. Bertrand : 


TaéorÈme Î. — St les intégrales «;, x; sont telles que 
(y, &;) soit fonction de a; et a;, il existera une intégrale y 
fonction de a, «;, telle que (ai, Y) = 1. 


En effet 


mas, y élant fonction de a; et 4;, on aura 
a; /[ OY dar 0Y da; 
Ca DE | (a ne 2). 
Ty Lÿ dpy 0x; dpy. 1 


RACINE 
(ai, Y) = plie aj). 


ou 


Si l’on veut que (4;, y) —1, 1l suffira de résoudre l’équation 


d 
oc: (ai, aj)=1;, 
J 
où (4;, 4;) est donné en fonction de &; et de «;. 


Taéorème Il. — 7/ existe toujours une intégrale 8 qui, 
combinée avec l’intégrale donnée «,, fournit la relation 


(æ, B)Zo. 


En effet, soient &, 43, ..., 4»n des intégrales distinctes, on 


s O2, 0% Ot ue 
Cæ, = D( pi dpi ni CAS 


devra avoir 


SS CHAPITRE Hi. 


et si l’on avait, en outre, 


LY 0%: day 02: LLe 3e 
(21 a) DS dp: TT ôpi 0x; 4 


_ = YÙ LA 023 0%: 043 Es 
CAVARE 0T; 0pi dpi SM se 


d(œ, HD, +. An) 
19 Va ++; P1; P2; ...) 
dérivées de z, ne sauraient être nulles, les fonctions «,, 


el, par suile, JG — 0, puisque toutes les 


A2, +. Lon ne Seraient pas alors distinctes. 


Taéorëme III. — Z£'iant donnée l’intégrale a, il en 
existera toujours une autre À, telle que 


Cu, B) =. 


în effet, soit 4, une intégrale distincte de #,, etsoit(x,, æ) 
une nouvelle intégrale que nous appellerons 44; soit (x,, &3) 
une nouvelle intégrale que nous appellerons «,, etc.; «,, 
> ..., 4x ne sauraient être indéfiniment de nouvelles inté- 
grales, et nous supposerons ax = ma, %o, ... "ax 1). SOit 
(as, &e, ..., 4x 1). une fonction de x, te, 


we LA JII 02: oIl 
Cu n=ÿ( PRET ) 


EN É (Se day OI Das OII me) | 


és |or; \ da dpi TT 0 ds dpi TS day, dpi 
OI OI 
= das (ay ds)... day (a, er) 


si l’on veut que (z,, IT) soit égal à un, on posera 


ol oIT 
x (a, L)+... + 


da ( 41: LEE 


dat 


ce qui revient à l'équation aux dérivées partielles 
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Cette équation fera connaître IT, qui est l’expression de l’in- 
tégrale cherchée. 


Taéorkme IV. — £'iant donnée une intégrale ,, il en 
EMISLEMOUJOUTS 2n — 1 aulres Un, A3, +. Uon, telles que 
_ l’on ait | 


(1) (a, M) —=1, (ai, &3) = 0, (æ, 4,)= 0, CECUCE (æ, Aan)—= 0. 
En effet, 1l en existe toujours une *,, telle que 
(æ, >) 1. 


S'il n'existe pas d’intégrale $ donnant (4,,$)— 0, il en exis- 
tera une $ donnant («, B)Zo; posons alors («, $)— f'; 


nous aurons 
(ar, A2 —B)—=(2, da) — (ai, B); 


comme (&,, %)—1, il faut en conclure que (,, 5) ou É’est 
» 2 ; Ï Î Î 


différent de un, sans quoi (x,, 4 — $) serait nul et il exis- 
Leraït une intégrale 43 — 4 — Ê, telle que (x,, 43) —0. Posons 

[ ! [ k— Les: AA À , 
alors (as, LE NCA DEN UT) si AEES hE sis dé- 
signant une fonction des intégrales précédentes. 


On aura, en appelant y une fonction de #,, 5, f", ..., 


, 0Y mot 
MR GP Sn Les Gr Bt) 
ou 
\ r OY : 0Y . 
(2) Cu, Y) = Ê ET MT + B# LTEÉ 


si l’on remplaçait (x,, y) par zéro, on aurait alors une équa- 
on fournissant une valeur de y, telleque(,, y) —o;1lya 
plus, je dis que l’on peut satisfaire à toutes les formules (1). 
En effet, étant donnée une intégrale telle que (x,, 5)Zo, on 
arrivera encore à l’équation (2), et l’on posera 


"Na: 
Dep Sa on UE À 981 
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Il faut prouver que y tiré de là sera une intégrale nouvelle. 
S'il n’en était pas ainsi, y serait fonction ,f des intégrales 
déjà trouvées et satisfaisant aux relations (2), et l’on aurait 
(a, f)—= 0, ce qui établirait une relation entre a, et ces inté- 
grales; ces dernières ne seraient donc pas distinctes. où 

On voit par là que le théorème de Poisson peut fort bien, 
par la nature du problème que l’on veut traiter, ne fournir 
aucune intégrale nouvelle, quand on cherche à en faire des 
applications. 

Le théorème de M. Bertrand permettra souvent de trouver 
une intégrale des équations canoniques quand on en con- 
naîtra déjà une; c’est ce que l’on verra plus loin, dans l’expo- 
sition d’une méthode d'intégration due à Jacobi. 


XXI. — Sur une méthode propre à exprimer les conditions 
d'intégrabilité d'une expression différentielle. 


Je suppose que les quantités p,, Pp2, ..., p, Soient hées 
aux quantités Zi, Lo, ..., Æ, par des équations de la forme 


J(æ1 T2, Tr; P1: P2; CON Pn)= a; 


a désignant une constante pouvant être bien déterminée ou 
arbitraire : soient 


(1) TL Mis Ja’, cs fa = 


ces équations. Cherchons à quelles conditions doivent satis- 


faire les premiers membres de ces équations, pour que 
lPexpression 


(2) P1dTLi+ p2d%3 +...+ PrdTn 


soit une différentielle exacte (EX 


(*) On comprend toute l’importance d’une pareille recherche : si la 
question était convenablement résolue, l'équation f, = a, aux dérivées 
partielles du premier ordre serait également résolue, parce que, alors, les 
autres équations (1) feraient connaître p,, p,, ..., et l'expression (2) inté- 
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On sait que les conditions d’intégrabilité de l’expres- 
sion (2), mises sous forme explicite, sont de la forme 


UPS COD jee 0 
k (3) OZ ; “) Ô0T; 2: 


et cette équation, ayant lieu pour toutes les valeurs différentes 


1) 


. . . . . nin ia Le n 
dezet 7 moindres que À +1, tent lieu de ———— équations. 
C7 


Différentions par rapport à x; deux des équations (1), que 
nous désignerons par fy, = @ys fy — &y : nous aurons 


Nom LUE ops, , Of pr _, 
MODO LL 00ps Or À pr 0 

fs Opi 2 dfy 0P2 + of OP à es? 
0%; Tom MID Dm Ne UN 0 Dr OT à 


ue a of. 0fy 
Multiplions la première par P, la seconde par; et retran- 
OPi OPi 


chons : nous aurons 


Opi dPi A dpi pi 
Opa eu dfy rs 22) vs 


0x; \ 0pa dpi F ps 0pa 


7 di OP Op; De 


NUE dy : du ARR (a fs _ dv 2e) 


si l’on fait successivement it —1,2,3,...,netsi l’on ajoute 


les résultats TE on a, en observant que les coefficients 
®) 
de : CEE et APE Frs À sont égaux et de signes contraires eten ayant 
Z j i 
Le à la formule (3), 


DHÉCEPA ET 
d | 0x; 0pi DDR 


L 


ou, d’après la notation de Poisson (p. 52), 


(5) (Jus y) = 0. 


grée ferait connaître la fonction w qui a pour dérivées p,, p,, ... et qui 
satisfait à f, = a; mais la question qui nous occupe touche encore à d’autres 
théories très importantes. 
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D'ailleurs, si l’on pose 


l'équation obtenue en ajoutant les formules (4) pourra 
s’écrire, abstraction faite des réductions auxquelles donne 
lieu la relation (3) ou p;; = 0, 


J fu 0f, US 4e) 
23 it <= — = — ) —=0o, 
(6) (Ju A) Dr: ee Op; Opi dj 


et l’on voit que, réciproquement, si les (4, f,) sont nuls, 1l 
faudra en conclure p;j = 0; mais cette conclusion n’est pas 
rigoureuse, et 1l resterait à prouver que le déterminant des 
coefficients p;; dans (6) n’est pas nul : c’est ce que fait Jacobi 
dans ses Leçons de Dynamique (p. 255). Nous préférons cal- 
culer directement les p;; en fonction des (f,, f,), comme il 
suit. 

Soient IT et Il deux fonctions pouvant contenir, outre les 
variables x, p, les quantités à fonctions des p et des x, sous 
forme explicite; nous aurons 


L ou ol ol’ oIl 
EUR r2C a 
=] au. dif da: _ di 0@; \ (ar dW' da; Fe 
de À de 0 des dm M ES 


+.) 


AT AIEES (LEE 
\ dpi da; dp; 77 da dx; 


Dans cette formule, les d servent à désigner des dérivées par- 
telles prises en regardant les x, les p et les & comme des 
variables indépendantes; on peut l'écrire encore 


CD Ke AN CE Te) 


d(xi, pi) day, 


(7) -X A CORTE EE 
4 day \ 0x; dpi dpi dæ; 


dil.. di CN AaIRANER 
DT day da, da) a) 
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Supposons que II et Il soient les valeurs de p, et p, déduites 


des équations (1) : on aura 


dPs 
VE 


= Pris) 


| CURE w0p; 
(QU, I) =(pr,ps) = 0x 


or IT, Il s’exprimeront simplement en fonction des x et des 
4; ne ils ne contiendront pas les p explicitement et, par 


A" 


suite, la formule (5) deviendra 
/ 


=Y du dil' di (a nt 

PrsE 2 Ta, da, da, da) ® 
dpr dps dps de) 

Pr,s — D | GAIN 


telles sont les valeurs des différences p,, exprimées à l’aide 
des quantités (/,, f,) : on voit donc que les formules (5) 


ou mieux 


entrainent les formules (3) et peuvent les remplacer. 

Revenons maintenant aux formules (1). Nous avons dit que 
les constantes &a,, @:, ..., @n pouvaient être ou des con- 
stantes déterminées, nulles par exemple; ou des constantes 
arbitraires. Ces deux cas doivent être soigneusement distin- 
gués. En effet, si les constantes & ne sont pas arbitraires, les 
formules (f,, f,)—= 0 n'auront lieu que si les formules (1) 
servent à déterminer les p, tandis que si les quantités a sont 
arbitraires, les formules (/,, f,)= 0 auront lieu quels que 
soient les &, et par suite quand on remplacera ces a par des 
fonctions arbitraires des x : c’est-à-dire que ces formules 
(fu, fs) = 0 seront des identités. 


Remarque. — Les équations ( f,, f,) — 0 ne sont pas abso- 
Jument nécessaires pour que l'expression (1) soit une diffé- 
rentielle exacte, bien qu’elles soient satisfaites quand cette 
expression est une différentielle exacte; je m'explique : 


Supposons, par exemple, les & arbitraires; si l’on pose, en 
général, 


(fu J\) = fuv, 
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le théorème de Donkin (p. 53) donnera 


(Ju P)+ (fn ae (fus Jv)=0 


Supposons que l’on ait fy = 0, fx, — 0; on déduira de cette 
équation 


(Jun FN) = 0. 


Considérons cette équation comme une équation aux dérivées 
partielles définissant f,,; on pourra l’intégrer de manière 
Qué Pour Er xŸ, linconnue f!,, se réduise à zéro, quels que 
soient Lo, ose; Lny ee. Pn : AlOrS f,, Sera nulidentiquement. 
Il résulte de là que, si fo, frs, +. fi,n Sont nuls, quels que 
soient %4, Lay o « «> ns Paye +3 Pns LES ÉQUATION EE ONEONE 
aussi identiquement satisfaites si elles le sont pour æ, = x. 
En définitive, pour pouvoir affirmer que (1) est une différen- 
tielle exacte, il suffit de savoir que 


(fs Je) (fs fa), is fn) “sont nuls rdentiquemens 
(21 13) 2e ACT INR pour æ1 = #9 


en ve Dee ve eee ns cn ahe rene 


(fn ME pour = œf te ni 


+ Tn—1 — CHE 


XXII. — Théorème de Liouville. 


St l’on connaît n intégrales des équations canoniques 
en nombre 2n 


dx; of. .-dpre 


£ dx PT dx  Ôdx; 


el si ces intégrales a, 42, ..., an satisfont aux relations 
(2) (œ, &j)= 0, 


n(n—1) 


qui sont au nombre de » ON pourra toujours 


achever l'intégration au moyen de simples quadratures. 
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En effet, les équations (2) expriment que les valeurs des p 
déduites des intégrales connues rendent l'expression 


P1 dTi + Po dd?) Mises TDR dLn 


une différentielle exacte du. Or, si l’on considère l’équation 
aux dérivées partielles 


È 0 
(3) fn me, ..)=#, 


et que, à la place de y, on y substitue la fonction 


ss fr Xi +... + Pn dLn), 
on aura 

RAD dune, 20) h, 
ce qui est une identité que l’on déduit des formules (1) en 
multipliant la première par dp;, la seconde par dx;, en les 
retranchant, en ajoutant les résultats et en intégrant. 

Ainsi les valeurs des p tirées de (2) fournissent une fonc- 
ion & renfermant 2 constantes arbitraires &,, %, ..., op 
outre celles que l’on peut toujours introduire par simple 
addition, et cette fonction &w satisfait à (3). En vertu du théo- 
rème de Jacobi (p. 66), les intégrales des équations cano- 


niques seront donc 


#5 2 e) 
da Cat B1 da P2» ) Van CT RUE 
du ou ou 
LE ANIE ds  ?? AR 
ou 
“sa = Tr À 


a désignant une nouvelle constante; de plus, les constantes 
d'intégration seront canoniques. (Nous supposons que, parmi 
nos » constantes 9, figure l’intégrale toujours connue f — À.) 

Le théorème de Liouville fournit donc un exemple du cas 
dans lequel l'intégration d’une équation aux dérivées par- 
üelles précédera celle d’un système canonique. Le théorème 
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de Liouville trouve son application dans les deux problèmes 
les plus importants de l’Astronomie, à savoir l’étude du mou- 
vement des planètes et l’étude du mouvement d’un corps 
solide qui présente un point fixe. 


XXIII. — Réduction d'un système quelconque à la forme 
canonique. 


La forme canonique peut être donnée, comme l’a fait voir 
Liouville, à un système quelconque d'équations différentielles. 
Considérons, par exemple, le système 


RES d? PR Te AE 
(1) = x, = X, En — x 4 


dans lequel X,, X:, ... désignent des fonctions de x;, 
DES SON D POSTER 


! Tr T r 
V=r,Xi+moXa+...+TnXÂn 


et définissons les variables 4°, ..., x, au moyen des équa- 


tons 
dr: OV de, OV dry OV 
2 - PAR ] RO name ER  ————— 
M dx ER dx Ts x dx LH A 


Les formules (1) pourront s’écrire 


drNCON d&a _ OV dTn _ OV 

den ddae dx 0, 2° dx  0æ, 
Le système (2), (3) est alors de la forme canonique ; mais cette 
transformation du système (1) dans le système (2), (3) sera 
rarement avantageuse, à cause du grand nombre de variables 
nouvelles que l’on est obligé d'introduire dans la quesuon. 


XXIV. — Méthode de Cauchy pour l'intégration des équations 
aux dérivées partielles du premier ordre. 


Nous allons maintenant exposer la méthode d’intégra- 
Lion que Cauchy a fait connaître dès 1019 dans le Æecuetil 
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de la Société philomathique. Nous désignerons la fonction 
inconnue par &, les variables dont elle dépend par x, x, 
Lo; +. Ty, EL nous poserons 


ou ou | ou 


M 5. .. Par: bras ra 


Dans ce qui va suivre, nous écrirons toujours XV; au lieu de 


Pre 
BUVE Ceci posé, soit 


(1) 10 


l’équation à intégrer, f désignant une fonction de «w, æ, æ4, 


Lo, EPS, + Th; P; P1; P2» CE] MR) Pan ; posons 


L of 0 à 
N — “a Se 9 X; none Of , .…… U 22e GEAR 
0x OT; du 
ne 0! ea 
vo 0p À : OP; 5 


Soit Du la différentielle totale de # quand x, æ,, x», 
sont variables indépendantes, Dx, Dx,, Dx:,... des accrois- 
sements arbitraires donnés à x, æ,, Æ», .... Intégrer l’équa- 
UHon(r); c'est, en définitive, trouver pour 4, D, Pi, Pas. Pn 
des fonctions de &, &,, Zoe, +.., Zn Qui satisfassent à l’équa- 
tion 


(2 Dis pDz + Ÿ piDri, 


qui résume celles-ci : 


: ou ou ou 
(2 bis) al: A als RO 


déduit de (rx) en fonchion de x, æ,, ..., u: pi, ..., 
Pn- 1 Li, &, ..., &, désignent des fonctions quelconques 
L, — Traité d'Analyse, VI. 7 
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de Lis Los ce; Tr, L, Ces équations (2) OU (20/)Ser0nt 
équivalentes à celles-ci : 


ou 0; 
(ae) FPE Die à 


la parenthèse indiquant que &,, 4, ..., 4, & sont variables 
indépendantes. Si l’on désigne par un d les différentielles 
relatives à x quand % >, . .. restent constantes el par un Ô 
les différentelles totales relatives aux &, x restant constant, 
les équations précédentes pourront être remplacées par 


(3) du = p dx +D pi dxi, 


(4) Du DE 


Il faudra alors satisfaire à ces deux équations sans oublier 
que p doit être supposé tiré de (1) et exprimé en fonction de 
Ly Lys Las ose U3 Pis Past Pre CEST COINS 
de vue que nous allons considérer la question. 

Des formules (3)et(4) on üre, en différentiant la première 
avec la caractéristique à et la seconde avec la caractéristique 
d, les formules suivantes 


Ô du = Ôp dx + DZ dx + D Piddri, 
dôu — D ap: 0; + p ddxi. 
Soustrayant membre à membre, on a 


0= 0p de +> dP; dr; —> dpidt;; 


remplaçant dans cette formule 5p par sa valeur tirée de (1) 
différentuiée, à savoir 


X1021+ X2 dra +... + U du + P Ôp + Pidpi + Pope +... 0; 


ÉQUATIONS QUELCONQUES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. O9 
on à 


= — 5 (Xi dm +... + Xn dr + U du + Piôpi +...) dx 


ere D, ÔPi dx; — D dpi ÔT; 


ou bien 


Dares dx; — P;dx)ôp; — U du dx — TP dp; + X;dx)dx; = 0 
ou enfin, en remplaçant du par D Piôrs, 


(5) SPdri—Pidz)èpi— SP dpi+ Xidr + Upide)dri= 0. 


Cette équation est une conséquence de (3) et (4); on peut y 
satisfaire en prenant 


dx dx: Fe ” AL 


Pr _ tn __ _— dpi AUD ni 
L D D PAR AE D Paer à | Xs + Up,’ 


on satisfera à la fois à (5) et à (2) en écrivant à la suite de 
ces rapports égaux le rapport 


du 


PP + SpiP; 


On pourra même, pour la symétrie, écrire à la suite 


— dp . 
X + Up? 
car, en vertu de (1)},ona 
(5) P dp + Pidpi+ Xdr+Ÿ Xidr;+ Ua — 0, 


et de (6) on déduit que chacun des rapports qui entrent dans 


4 \ "TE d ? . 

cette formule est, en vertu de (5), égal à 1 _; nous écri- 
X + Up 

rons donc le système (6) ainsi, en nous rappelant qu'il con- 


100 CHAPITRE II. 


tient un membre qui n’est pas nécessaire, 


(8) ALICE DORE LD SPRTE dp: du 
POP OX Up XX EU 
1 LAS 1+ Upi Pp +D Pip: 


Ceci posé, l'équation (3) donne 


u = u0 + [ (par +Y pidui), 
e/ 070 ON 


l'indice o placé en haut d’une lettre indiquant que lon y a 
fait x — x°; cette équation où w° est arbitraire est équiva- 
lente à (3). On en ire 


F6 L.< 
du — du + f (è dx +Ÿ dpidri + pidri) 
AU 
ou, en intégrant par parles, 
| Ou — du +S pm Ÿ p° 0x? 
(9) x 
ni N] *&, N 
| + f (par + Ôpidæ; —> dr dpi) 
5 


Si : 1° l’on choisit les p° et w° de telle sorte que 


(10) OY/AEE ù piôxt; 


2° si ensuite on remplace op par sa valeur tirée de (1) 


Es . EX Peôpi+ À Xide+ Uèu), 


et dæx;, dp; par leurs valeurs tirées de (3), l'équation (0) 


ou = © pièr: — f = (u D pari) dr 


d’où l’on tre 


d n @ a \ U NN N 
Fin (au — > rsèri) gr P (2x oi pièri) 


devient 


ÉQUATIONS QUELCONQUES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. IO1I 


ou 
Au 
(tr) Ôu — ® pièci = e xo (au ® p? dat), 


Si donc l'équation (10) est satisfaite, (4) le sera aussi. D’ail- 
leurs les équations (8), supposées satisfaites, contiennent 
implicitement l’équation (3). 

En résumé, pour résoudre le problème qui nous occupe, 
il suffit : 1° de satisfaire aux équations (8) (surabondantes); 
ces équations différentielles ordinaires contiendront dans 
leurs intégrales des constantes arbitraires qui sont fonctions 
des &; 2° il faudra ensuite choisir ces constantes de manière 
à satisfaire à (10), et, pour cela, si l’on prend pour constantes 
0 0 ©... p', ps, -..: u9, il suflira de poser 


| FR RSS nr ) 

(12) ? 05 G 0w 
= Ex 9 — TR 9 

Pi 0 P? 0x 


Les valeurs de p; et de w seront, ainsi que celles de x;, connues 
en fonction des x! et de x; éliminons les æ?, et nous aurons 
les p; et u en fonction des x; enfin, en éliminant les p, nous 
aurons 4. 


Ainsi, pour intégrer l’équation (1), il sufjit de former 
les équations (8), de les intégrer en prenant pour con- 
stantes d'intégration les valeurs des vartables pour 
æ = x, de poser les équations (12), où w est une fonction 
arbitraire, et d'éliminer entre(12)et les intégrales de() 
les constantes x}, p; et les p. 


En vertu du théorème (p. 19), la solution ainsi trouvée 
DOM AT, Le, - - ., Ln) pour æ — x. 

Il est presque inutile, après ce qui a été dit (p. 59), de 
faire observer que l’on peut obtenir d’autres solutions moins 
générales, en faisant entrer dans la fonction arbitraire 5 un 
moins grand nombre de variables. 
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Enfin, on peut encore obtenir une solution complète, en 
éliminant entre les intégrales de (8) les quantités p° et p. 


XXV. — Discussion de la méthode de Cauchy. 


M. Bertrand a observé que la méthode de Cauchy tombait 


défaut quand pour x — x? on avait — Ë — ©, parce 
en défaut q P _ PME 


qu'alors la formule (11) ne permet plus, pour + = x,, d'en 


du — NICE QUI — pda? ; 


mais Ce Cas singulier ne se présentera que pour des formes 


conclure 


particulières de la fonction w. Au reste, on évitera cette dif- 
ficulté en faisant disparaître, comme on l’a indiqué (p. 53), 
la fonction inconnue de l’équation et en appliquant à l’équa- 
tion transformée la méthode exposée $ IX. M. Serret a étudié 
ce cas particulier, dans les Notes placées à la fin de la dernière 
édition du Calcul différentiel et intégral de Lacroix et 
dans son propre Traité. (Voir aussi Comptes rendus, t. LIN, 
et les Annales de l’École Normale, 1. LIL.) 

La méthode qui fournit l’intégrale complète et qui consiste 
à éliminer les p° en les assimilant aux «& peut tomber en 
défaut; c’est ce qui arrivera, s’il est impossible de calculer 
les x; en fonction des p° et de x, et alors on ne pourra 
évidemment pas faire l'élimination de ces quantités p° entre 
les intégrales de (8). 

Mais, si cette méthode ne permet plus de trouver une 
intégrale complète, il est clair que l’on pourra trouver une 
infinité d’autres intégrales complètes en particularisant la 
forme de la fonction w, dont on fait usage pour trouver la 
solution générale; on pourra, par exemple, prendre 


D = A1 + Ar +... + Anln + AD. 
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XXVI. — Interprétation géométrique. 


S1 on lit le Mémoire d'Ampère sur les équations aux 
dérivées partielles, on se convaincra que Cauchy, qui s’était 
inspiré de ce Mémoire, a dû découvrir sa méthode en suivant 
la marche que nous allons indiquer. Nous conserverons les 
notations et le numérotage des formules des deux paragraphes 
précédents. 

S1 l’on considère w, x, æ,, ... comme coordonnées d’un 
point de l’hyperespace; p, p;, ... comme les coefficients 
directeurs d'un plan passant par ce point, toutes ces variables 
constitueront un élément de l’hyperespace. 

Intégrer l'équation (1), c’est trouver une surface S dont le 
plan tangent en w, x, æ,, ... ait des coefficients directeurs 
P; Pr P2, -.. satisfaisant à (1). Du, Dx, Dx,, ... désignant 
les composantes d’un déplacement effectué sur la surface, 
l'équation (2) aura lieu. 

On peut essayer de construire la surface S au moyen de 
génératrices que nous appellerons caractéristiques : ces 
caractéristiques seront fournies par l'intersection de la sur- 
face S avec d’autres surfaces variables, le long desquelles 
nous SUPPOSETONS Li, 2, . . ., An COnStantes. Nous représen- 
terons par un à, comme plus haut, un déplacement effectué 
sur la surface S en laissant x constant; au contraire, le d 
représentera un déplacement effectué sur la caractéristique, 
æ seul variant, puisque l’on se déplace sur les surfaces 5, 
DD COnSs1.,.% — const, . ..; alors Les formules (3) et (4) 
auront lieu et l’on en déduira la relation (5) comme plus haut. 
Les équations (8) sont alors les équations différentielles de 
la caractéristique, ou plutôt ce sont des équations auxquelles 
doivent satisfaire Les déplacements du, dx, dx,, ... pour se 
trouver sur la surface S, et les différentielles dp, dp:, ... 
pour être celles des coefficients d’un plan tangent en &, x, 
æ,, ... Éliminer les constantes d'intégration et les p entre 
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les équations (12) et les intégrales des équations des caracté- 
ristiques, c’est trouver une surface S, lieu convenablement 
défini de ces caractéristiques. 

Il résulte de là que, si une intégrale contient un élément 
d’une caractéristique, elle contient cette caractéristique tout 
entière. 

Deux intégrales différentes se rencontrent suivant une 
caractéristique si elles ont en commun un élément de cette 
caractéristique, et de plus elles se touchent suivant cette 
caractéristique, ce qui justifie le nom de caractéristique. 
Enfin une intégrale complète détermine une surface dont 
l'enveloppe est l'intégrale générale. 


XXVII. — Application des théories précédentes à la résolution 
des problèmes de Dynamique. 


Nous avons vu que Lagrange avait mis les équations du 
mouvement sous la forme (t. V, p. 398) 


l OT OT 
(1) ie 
dt 0q; 94 à 
lorsque les g; n'étaient liés par aucune relation. Dans presque 


tous les problèmes que fournit l’étude des phénomènes natu- 


rels Q30q1 + Q20g» +... est une différentielle exacte (!) 

S JU ; 

OU, en sorte que Q;est de la forme de et ne contient pas le 
; 


temps {; (1) peut alors s’écrire 


LOT OT PAU 


(2) di og di  0q1 


&e SO fe 
Si l’on pose alors gr. — piet si l’on observe que T est homo- 


gène et du second degré en g, g,, ..., puisqu'il l’est en x, 


(*) Toute question de Mécanique dans laquelle le principe des forces 
vives n’a pas lieu est une question qui ne saurait émaner de l’interpré- 
tation rigoureuse d’un fait naturel. 
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M521-..,etquex,,7y,,2,,... sont des fonctions linéaires 
ÉbhOmopenes de g,, g,, -.-, car 


_— ra A ET EE a 
1 Ÿ m (æ + y +2;), 


! 9qi ' 0qi ! 
Ji = 0x: Ti + PRE ; 
on aura 
2T = pig; + pa» +... + PrIn 
ou 


DENT + piqi. 


Faisant alors varier toutes les variables, on a 


OT OT 
OT NES Ô FES Ô : 16 fe ns i 
agi Dog + 2 Die 


Où, COMME D; — -— 


s\ OT N AS 
OT — D) gi oqi +Ÿ 9: OPie 


Cette équation montre que, si l’on prend les p;à la place des 


qi pour variables et si l’on conserve les g;, on a 


oT ÔT far | 
(3) Poe (lee 


en écrivant momentanément dans des parenthèses les dérivées 
relatives aux nouvelles variables. La formule (2) donne alors 


A) ÉPRR ER Liane US 
(4) dt (e nou 


si l’on observe que U ne contient pas les p, on pourra écrire 
(1) ( OU 


+0 7) + La seconde formule (3 ) et la formule (4) devien- 
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dront alors 


Apr RoCUEPL) dqi |: 
| gi LOT Op; À 


on peut supprimer les parenthèses et écrire 


AP; OUT) dy. LOUE 


ÉTOILE 0gi | dt OPi 


RS 
Qt 
nr 


Ces équations sont les équations canoniques du mouvement. 
D'après le théorème connu de Jacobi, pour les intégrer, il 
suffira de connaître une intégrale complète de l’équation 
aux dérivées partielles 

ou 


(6) = UE, 


ou 
dans laquelle on doit remplacer p; par 5 


. Si alors ui, 


A», ..., an Sont les constantes de cette intégrale complète 
EL Pi, Po, .<. des constantes arbitraires, 


du ou ou ; 


da F& B1 da RS Ba, fees da + Ba 
y { 
(7) | où OUR ou _ 
qi NE 0q > 1795 .….. 0Qn = Pr 


seront les intégrales des équations (5) du mouvement. 
Le plus souvent U et T ne contiennent pas £ : si l’on pose 
alors, en appelant 2 une constante arbitraire, 


u = s— ht, 
on à 


ou ds ou 
LA re SE — = — h; 
dqi dqi dt 


l'équation (6) devient alors 
(8) h+ UÜU=T. 


Soit s une intégrale de cette équation renfermant, outre 
la constante h, n — 1 autres constarites «1, ..., an_1; 8 + ht 


ÉQUATIONS QUELCONQUES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 107 


sera une intégrale de (6), et les intégrales des équations 
() du mouvement seront 


os DES ds 

A TE …... an] Bat: oh EE Lo 
ds ds 

D sr ..) DE 


Pa, Bo, ..., = désignant des constantes arbitraires. 


XXVIII. — Une application des méthodes précédentes. 


Les équations canoniques du mouvement en coordonnées 
polaires sont 


| dri CO dr MA 0H 
| FMI HAN Or" 
| Se DE do oH 
(1) D Ne ne, 
|) dt 90 dt 00, 
| dy, 0H dy 0H 
MAD OUT Cd 7 oi 
h/f [ I 
le à Mer L2 
À (ri ri r2cos?0 n)+R; 


r est le rayon vecteur, Ÿ la latitude et Ÿ la longitude : alors 


ST — LL PMLETAU RTS I ad \? 
NU 72 | 5) T 720510 | dc ) ? 


et LT désigne la force vive, R est la fonction des forces. Nous 


JL Ba 
supposerons R — Ë + R,, x désignant une constante et R, 


une fonction petite par rapport à R. Nous négligerons d’abord 
dans H la quantité R, et nous prendrons 


Pour avoir des constantes canoniques, nous emploierons la 
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méthode de Jacobi et nous intégrerons d'abord l'équation 
aux dérivées partielles 


a ou, … x fou us 1 f/odu ne. I Ou \ 21e 
NP Gr EN] or r2 \ 06 r2cos20 \OŸ qe 
On intégrera cette équation en posant 


(0) U=at+u, 


2. désignant une constante ; on aura alors, en supposant que w, 
ne contienne pas £, 


HAN O US RE ou: ie I ou; \? 
DAME dr r2 | 00 r2 cos? 0 dÿ 


Posons maintenant, en appelant 5 une constante, 
(4) Ui — BV + ua, 


4» ne contenant pas Ÿ, nous aurons 


pr 62 JU» re 1 / OU» \? 
2 Î es po = — — —— " 
r r? cos?0 or r2\.09 he 


nous pouvons décomposer ainsi cette équation 


Rene AT me) 1 [fr OS 
4 Ôr r2 | cos?20 0 Gt 


et l’on y satisfera en prenant 


[ee 


Ua —= Uz —+ Ur, 


et y égal à une constante; on a alors 


3 DUT J'TE 
u= [4/22 “ = ar [ Énr dû 
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Ces formules (3) et (4) donnent alors 


etre py+ [1/20 2621 sine dar + [4/1 dÿ ; 


les intégrales des équations (1) sont alors, en négligeant R,, 


ou ou ou 
(6) MNT Xi tale 9 


41, Da, Y1 désignant de nouvelles constantes. Lorsque l’on 
ne veut plus négliger R,, les équations intégrales sont encore 
(5), mais 2, P, y, «, É,, y, doivent être calculés au moyen 


des formules (p. 84) 


{ da; A OR; df; ra OR; d'y > A OR; 
Un) 217 HER TE HEIN D AOL ET ORAN dy 
; da ne oR; ds Ex - OR: d'y ar OR; 
dt vw 02; 1 dt Ye _ où ; dt " dY1 

Pour l'interprétation des constantes 4, $, ..., nous renver- 


rons aux Vorlesungen de Jacobi ou à notre Mécanique. 


EXERCICES ET NOTES. 


1. Intégrer l'équation 
0z 0z 


par la méthode de Cauchy. 


2. Intégrer l'équation 


CHAT le at ITA Fer 
ox “ dy ESS 


ét montrer que, © étant arbitraire, w — const. représente toutes les 


surfaces parallèles. 


3. Trouver toutes les surfaces dans lesquelles la normale fait un 


angle constant avec une droite fixe. 
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4. Trouver des surfaces dans lesquelles la normale est toujours 
tangente à un cylindre de révolution. 


8. Trouver des surfaces dans lesquelles les normales soient tan- 


sentes à une même sphère. 


. En appelant À, B, G, A’, B', C'des constantes et u, p des fonc- 
tions inconnues, on propose d’ intégrer les équations simultanées 


A O(u, ©) o(u, v) 
d(Y; z) d(2, æ) 
A Cu c ) LR: o(u, ) 
O(Y, 3) (2, æ) 


7. Intégrer 


du du du 


PAU 


8. Toute équation aux dérivées partielles du premier ordre dans » 
laquelle les variables n’entrent que sous une forme linéaire peut, au 
moyen d’un changement de variable, être remplacée par une équation 
linéaire. Il suffit pour cela de prendre les dérivées de la fonction 


inconnue pour nouvelles variables. 


9. Démontrer que, si «, B, y, à sont des intégrales des équations 


canoniques, on à 


(a, B, ë fr Ô) 
O(&i, Lj, Pis Pj) 


10. Si les variables æ;, &, .. 


relations 


(a, B;) | 


etisi la fonction in, Di, Mere, 
en fonction de a, ..., &ns B1, 


da; 


(ARE 
(5; bDj)= 0; 


dr — 


INDE rs Mécanique céleste de M. Resal, 2° édition, renferme un 


1 
4 


grand nombre d'applications des méthodes développées dans ce Cha=" 
pitre. — Consulter surtout les Vorlesungen ueber Dynanuk de. 
Jacobi. Voir aussi la Mécanique céleste de M. Tisserand. 


of 
08; : 


Lns P1: P2; .. 
) Br; On au 


C. Ju, ?) _ 


ENS 0 


; ALLIER 
OR EAIT 


= O0. 


.) An EL Bu, Be, 


(&is a j) = 0, 


(Bour, sa Thèse.) 


? 


, Bn Satisfont aux 


(Bi B;)=0, 


., Pn) peut s'exprimer 


‘ 


4 
1 
| 
| 
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ÉQUATIONS QUELCONQUES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. J11 


11. Trouver une surface dans laquelle la portion de normale com- 
prise entre le point d'incidence et un plan fixe soit constante. 


12. Trouver les surfaces dont la normale rencontre un cercle 
fixe. 


13. Intégrer l’équation obtenue en égalant le hessien d’une fonc- 
tion à zéro. 
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CHAPITRE IIL 


ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES TOTALES 
ET ÉQUATIONS SIMULTANÉES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 


I. — Définitions. 


Si l'on considère un système d'équations différenuelles 
ordinaires simultanées, il pourra arriver qu'un certain 
nombre de ces équations, à elles seules, et sans qu'il soit 
nécessaire de considérer les autres équations, permettent 
d'écrire des intégrales du système. S'il arrive que sur " 
équations données entre m fonctions inconnues, il s’en 
trouve 7» << m, telles que l’on puisse en déduire n intégrales 
du système, on dit que ces n équations constituent un sys- 
tème d'équations aux différentielles totales. 

Pour que » équations forment un système d'équations aux 
différentielles totales, il suffit évidemment qu'il existe des 
systèmes de facteurs qui, appliqués à ces équations, fassent de 
leurs premiers membres, quand on les ajoute, des différen- 
uielles exactes. Cette condition est d’ailleurs nécessaire, du 
moins tant que les différentielles ne dépassent pas le premier 
ordre, ce que nous supposerons. 

En effet, considérons les équations 


P, dx + Ps dx» mOn Prdr? 9; 


Ep À + ss 1e ee + 5 + 5 ne + « sir a os cle ele tel eee , 


au nombre de n << m. Si, à elles seules, elles permettent 
d'écrire x intégrales du système, d’ailleurs quelconque, dont 
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elles peuvent être censées faire parue, on pourra écrire ces 
intégrales sous la forme 


(2) DAC US -, Tim) = C1, VI Ce; ..) On —= Cn; 


et, en tirant » des variables x,, &+, ... en fonction des autres, 
pour les porter dans (1), on devra avoir des identités satis- 
faites, quels que soient les autres æ, et quelles qué soient les 
constantes C,, C2, ...; or de (2) on tire 


UT d do: ’ 
—— + L —— drm = 0 
| 0æ1 j Fa OT m F 
(e» en enr one ele lucie ; 
| ®) 2 do 2 
: HR. AT du 0: 
x 1 
T1 L'yn 


“uürons de là dx,, dx», ..., dx, en fonction de HET 
dtm, et portons-les dans (1), ce qui revient à les éliminer 
entre (1) et (3), les résultantes seront des identités, si l’on y 
SUPPOSE Li, Lo, « ., &, déduits de (2), c'est-à-dire quels que 
tel Ci, . … , C,: mais Ce es On LAN 
arbitraires, 1l en est de même de x,,æ», ..., Zn, Si bien que, 
les résultantes ne contenant PAS C1, Co, +... Cn, On peut dire 
qu'elles ont lieu, quels que soient x,, æ, ..., x, et 
Tnyis +, Cm. Les Systèmes (1) et (3) rentrent alors l’un 
dans l’autre, (3) sont des combinaisons de (1), d’où résulte, 
comme l'on voit, l'existence des facteurs dont nous avons 
parlé. 

Les équations (1) peuvent être envisagées à un point de 
vue un peu différent, et leurs intégrales montrent que l’on 
peut considérer n des variables x comme fonctions des autres. 
Désignons par w,, u, ...,u, ces variables CDDAL D Mes, 
æ; les variables dont elles dépendent : le système (1) pourra 
se présenter sous la forme 


du; —= Xi dr + X,0 do neo Xi d%:, 


du» = X 01 dx; de ia X 9 do D Te Xo;: dTr, 


L. — Traité d’Analyse, VI. 8 
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et, à ce point de vue, sera équivalent aux systèmes 


= OU; . ou; - ou; 
DOTE X 19 — ? a Xi +0 

0: 0T2 OT i 

: OU ; OU» : OU» 
X21— ? dt + Vu ? ? Xoi = =) 

0% OT 0; 


CP 


C’est ordinairement à ce point de vue que l’on se place dans 
les applications; on conçoit dès lors que les fonctions X. 
soient assujJelties à remplir certaines conditions, pour que les 
équations proposées admettent des solutions. 

Quand les X ne contiennent pas les variables w,, wo, ..., 
Un, la question rentre dans l’une de celles que nous avons 
déjà résolues (p. 198, t. IT). Dans le cas contraire, de nou- 
veaux principes sont nécessaires pour trancher la question. 


IT. — Conditions d'intégrabilité d'un système d'équations 
aux différentielles totales. 


Etant donné un système d'équations aux différentielles 
totales du premier ordre, on peut toujours le supposer 
ramené à la forme 


du = Xu dr + Xi dt + EN aTr, 
dus —_— X1 dx; + X99 dr + « ete XSn DR 


(1) 
dun = X m1 AT + Xmo da +... Xyndæn, 


X;; désignant, en général, une fonction de w,, us, um; 
Li, Le, .-., &n. Nous désignerons par un d les différentielles 
prises en regardant 44, We», ..., um Comme fonctions de x}, 
To, +.., Zn Considérés comme seules variables indépen- 
dantes; au contraire, d servira à représenter des différen- 
tielles, ou plutôt des dérivées prises en regardant w,, 
Uoy ++; Um; Li, Lo, -.., Æ, Comme des variables indépen- 
dantes. Ainsi, par exemple, on aura 


df of 27 du 


Un stèle 
dx; DELA COL LS 


af dun 
Oum Xi 


} 
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Ceci posé, pour que le système (1) soit intégrable, il faut 

D 74. clant exprimés en fonction de æ,,Z:, ..., Zn, 

les seconds membres soient des différentielles exactes ; il faut 
donc que l’on ait, en général, 


GET. A2 
c'est-à-dire 
OX ;; ÔX;; du,  OX;r 0X;r duy 
: +Ÿ = — = se TEASUS 
OT} duy, dr ÔT ; Ouy, dx; 
be U 


Ou: 


OX;; OX;y 34 > (SE duy, OX; Fe) Se 


OT} OT ; duy, dr duy, d?; 


oz 


Mais, si l’on remarque qu’en vertu des équations (1) suppo- 


’ PE du, L ; p é 
sées satisfaites ne — X,,, cette équation deviendra 
Je ù 
x oX;; OX ;7 OX;; F OX ;y Tr \ 
à = — - - — X,y —  Xur = O0. 
La OT} 0x ; > ( ouy, HE duy, ul ) 
ue 


Cette équation et ses analogues doivent être identiquement 
satisfaites quand on y remplace w,, us, ..., um par leurs 
valeurs que l’on suppose exister. Deux cas peuvent alors se 
présenter et qu il faut soigneusement distinguer : 1° les équa- 
- Lions (1) admettent une solution renfermant m» constantes 
arbitraires et sont complètement intégrables; alors les 
équations (2) devant avoir lieu, quelles que soient ces con- 
stantes, après que l’on a remplacé les & par leurs valeurs, 
sont déjà des identités, c’est-à-dire ont lieu quels que soient 
les w et les x; 2° les équations (2) ne deviennent identiques 
que pour certaines valeurs des & qui satisfont à (1) et qui 
ne renferment pas 77 constantes arbitraires, les équations (1) 
ne sont pas alors complètement intégrables. 
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III. — Intégration d'un système d'équations 
aux différentielles totales. 


Nous venons de voir que, si les équations (1) sont satisfaites. 
pour des valeurs de wy, Us, --., um renfermant 7 constantes 
arbitraires, les équations (2) sont identiques; nous allons 
démontrer que, réciproquement, si les équations (2) sont 
identiques, ces équations sont complètement intégrables, 
c’est-à-dire qu'elles admettent pour solutions des fonctions 
Has Us dors Under ere OR renfermant » constantes 
arbitraires. Nous verrons toutefois que ces conditions (2)ne 
sont pas tout à fait nécessaires, en ce sens qu'elles sont satis- 
faites identiquement quand elles le sont pour certaines valeurs 
des variables : c'est ce que nous allons établir. 

Commençons par déterminer les fonctions w,, Ub,.., Um 
au moyen des équations différentielles ordinaires 


(3) du = Xy1d%1, duo = Xaidri, 4%, CURE 


en regardant Zo, Æ3, ++., Œn COMME des constantes; l’inté- 
gration introduira alors m constantes que l’on supposera 
fonctions de %:,æ23,...,æ,. Écrivons ainsi les équations Fo) 


à du: dus du 
dULS IN PINS Se MX 
( ) dx; 11» dx; 21) ) dd? 2H 
et différentions-les par rapport à +;; nous aurons 
dx; dx; Or; Oui dr; OO 4 


formule où l’on doit supposer p —1, 2, 3, ..., m; elle peut 


s’écrire 
AA OX OX p1 / dus x | 23 OX 17 due : \ 
dx dvi 0x; . Oui \ dxi AE GRAS mi 
oX oX 
nl y Apl y 
Ni ote EX 


ou, OU 
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ou, en vertu de l'identité (2), qu'il suffit de supposer satis- 
faite pour £ —1, 


du» OX p! (Fe Xi) UE OX p1 (Se Pa Xi) 


Axi dx; Ou: \ dr; Dia ts 


LORS TE RE E" 
0) ou; du 1 + 
ou, enfin, en vertu des formules (3 bis), 
© = ——— ER a TE "rime st] F: ZX yni 
dx; dx; Oui \ dx; OUR NAT 
OX pi ’ OX pi du; s ; OX pi dus 
D Ouai dut à 5% ouyrdæ, 


Cette formule peut se mettre sous la forme 


d (Ye “sa ) _ OX»: (TE TE ui) cl OX »1 (ire tee ); 
EE "%;] —— J Hu COR 7 à à ? 


dæ; \ dx; oui \dx: oUn VdT; 


cette équation en fournit mn quand on y suppose p—1,2,..., 
m et le système ainsi obtenu est à » inconnues 


du, L du x Aer X 
ZX 153 ÿ DENT) …. DT ee DITES 
dx; 


dx; = k 


Intégrons-le en prenant ces inconnues nulles pour æ, — x"; 
elles seront toujours nulles, en vertu des propriétés connues 
des intégrales d’un système linéaire et homogène (qui sont 
linéaires et homogènes par rapport aux constantes d'intégra- 
lion). 

En résumé, siles conditions (2) sont satisfaites pour # — 1 
et si les expressions (4) sont nulles pour +, — x°, les équa- 
ions (1) seront intégrables; cela revient à dire que, si les 
équations (2) sont satisfaites pour k — 1 et si le système 


(5) | As : PE SIENS REDON à de ol 


est intégrable, l'indice o indiquant que l’on doit faire x, — x! 
le système (1) l’est aussi. Ce dernier système sera intégrable 


118 CHAPITRE ill. 


si les conditions (2) sont satisfaites en supposant À = 2, pour 
æ = &\ seulement, et si 


( 6) RS ER SA LÉ où à: 2 sh 0 
| du = XI, dry + NEA 


est intégrable, le double indice o indiquant que l’on doit 
faire x, — 7°, Ze — #9, et ainsi de suite. Pour quels vSteme 
(1) soit intégrable, il n’est donc pas absolument nécessaire 
que l’on sache que les formules (2) ont lieu identiquement, 
ce qui n’empêchera pas finalement ces équations d’être iden- 
tiques si le système (1) est complètement intégrable. 

Quand on sait que le système (1) est complètement intc- 
grable, la démonstration qui précède montre comment on 
trouve son intégrale; wi, Ur. ..., Un sont donnés par les 
intégrales des équations (3 bis), dans lesquelles les constantes 
d'intégration doivent être choisies de telle sorte que les équa- 
tions (5) aient lieu. Comme on peut prendre wŸ, ui, ... 
pour constantes d'intégration, on peut dire que les constantes 
sont déterminées par le système (5); pour l'intégrer, on for- 
mera le système | 


0 0 

du _xe dus LATE PRET. 

PS RD 
Lo 


et l’on déterminerä les constantes d'intégration au moyen du 


système 
00 00 00 
du ET dus _ x90 du, _ Xo0 
dt: 13 dt3 239 ) dxz 1137? 
0 ’ . - . À 
u®°, u,°, ... étant les constantes d'intégration du système 


précédent, et ainsi de suite. 


IV. — Simplification des calculs. 


M. Mayer a observé que, si, en faisant x, = x”, les quantités 
À;; pour 7 22 étaient nulles, les équations (5) se réduiraient 
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à du —0, du —0, ..., en sorte que ces équations donne- 
raient immédiatement 


(D LE s : 
ui — const. Uy —= COnSl., CEE 


_et, dans ce cas particulier, l’intégralion des équations (1) se 
ramène à l'intégration d'un seul système d'équations diffé- 
rentielles ordinaires ; or, par un changement de variables très 
simple, on peut obtenir des équations satisfaisant à la condi- 
tion en question. 
Posons, en effet, 
Di =, di + (ou — a) fr, 

4° et a; désignant des constantes et j; une fonction de n nou- 
its PUIS },cu, 4}. Lesfonctions ji, fa; - +, /m 
devront, bien entendu, être distinctes. Alors les équations (1) 
se changeront en 


du; = Yi da, ie Y19 du +, + V5 din, 


dum —= Y 1 da —+ RS das +, "© Tr une CRE 


on aura 
k fo 
Ya = Ÿ Xin | e + Cu — at ) el, 
U 
of 
pee a?) CHE 
mais alors, pour 4, — a", les Y;, ne seront pas nuls, mais les Y;; 


le seront, pourvu que jee fonctions f, arbitraires d’ailleurs, ne 
soient pas infinies dans ces circonstances. 

La manière la plus simple, en général, de choisir les fonc- 
ions f consiste à poser 


dre dis Mi = dj + (a; — «x? )x. 
V. — Application à un exemple. 


Proposons-nous d'intégrer 


(1) Lo M3 AT + Li Ts Âte — 2% %9o AT3 = 0, 
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on peut s'assurer que les conditions d’intégrabilité sont satis- 
faites. Pour effectuer l’intégration, on posera 


P1 Las Te = 9% Lo A Ta 0 


ou 

dr» ES dr 3. 

Ma TNT AE 
on en conclura 

PA) œi 
re ADR Er. 
É TE 


En marquant de l'indice o les valeurs initiales des variables, 
puis faisant dans (1) Z2 — x,, On aura 


dr PTIT 


d’où 
dx$. “dx: 
RE 
el, par suite, 
LA (522 
æ? (xs)? 


l'élimination de x° entre cette équation el (2) donne 


ou, si l’on veut, 


c désignant une constante: on a, en effet, 
2 T3 dt = CL ds + CU dei 


l'élimination de c donne bien (1). 
VI. — Cas où les conditions d'intégrabilité complète ne sont pas 
identiquement satisfaites. 


Reprenons les équations 


| du; Xl: + X19 dTa ae ee X1r Me 


at —= Nil re NS do ne CRC Se An dæy. 
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Pour qu'il existe une solution renfermant m constantes arbi- 
traires, 1l faut que les relations 


OXy; OX; Xp OXx; - 
= = + —— X,,; — EXT = 
(2) OT ; OT; > ( ouy, Le ouy, F ) ï 


soient satisfaites quels que soient les met les æ. Mais il n’est 
pas nécessaire qu'il en soit ainsi pour que les équations (1) 
aient des solutions ne renfermant pas de constantes ou 


renfermant moins de 72 constantes; si, en effet, ces équa- 


» 
tions (2) (votr p. 115 ), étaient toutes satisfaites pour certaines 
valeurs de w,, Us, -.., Um (ce que l’on pourra vérifier), 1l y 
aurait heu de chercher si, par hasard, ces valeurs de w,, 
Us, -.., Un ne Seralent pas des intégrales des équalions (1); 
cette vérification ne présentera d’ailleurs aucune difficulté. 
Les solutions que l’on peut trouver ainsi sont ce que l’on 
appelle des intégrales singulières. 

La théorie des équations simultanées aux différences 
totales a été exposée d’une autre manière par M. Mayer 
(Bulletin des Sc. mathém., septembre 1856). Bouquet 
démontre les conditions nécessaires et suffisantes d’intégra- 
bilité complète par les séries (Bulletin des Sc. mathém., 
septembre 1856). Voir aussi Méray, Précis d'Analyse. 


VII. — Classification des solutions des équations simultanées 
aux dérivées partielles à une inconnue. 


Si l’on écrit au hasard plusieurs équations aux dérivées 
partielles entre une seule fonction inconnue w, les variables 


Re ou du 
D rx et les dérivées p, — UE À ces 
équalions ne seront pas en général compatibles; toutefois, 
on conçoit qu'une même fonction w puisse quelquefois satis- 
faire à plusieurs équations, sans toutefois que ces équations 


soient algébriquement identiques. 
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Nous dirons que plusieurs équations aux dérivées par- 
elles 


(1) 110; Te=20, SE ne 


forment un système complètement intégrable, où même 
simplement un système intégrable, s'il existe une fonction w 
satisfaisant à toutes les équations (1) et renfermant » — m +1 
constantes arbitraires; x» désignant le nombre des variables 


Li, La. Æn et m le nombre des équations du système. 
Lorsqu'un système tel que (1) admet une intégrale com- 

plète 

(2) Fu, %i, Lo, ..., Tn, 1, As, du )=0, 

dis An, +. y désignant u = nr — m+1 constantes arbi- 


traires, on peut reproduire le système (1) en éliminant les & 
entre (2) et ses dérivées 


0F 0F 0F 0F 
10) E P2 à 
ou OX ou 


= 0: Le 


Car U, Dis Pos ce) Pn tirés de (2) tel PO) AOINENERREES 
identique; les équations (1) sont donc des conséquences de 
(2) et (3) ne contenant pas les a; ce sont donc les résul- 


\ 


lantes provenant de l’élimination des a entre (2) et (3). 


CAUSE 


Pour qu'une solution puisse être considérée comme com- 
plète, il faut que les constantes a soient distinctes, c’est-à- 
dire que les formules (1) soient les résultantes uniques de (2) 
et. (3). 

La méthode de la variation des constantes de Lagrange, 
exposée à propos d’une seule équation, permet de généra- 
liser une solution complète et d'en déduire : 1° une inté- 
grale dite générale se réduisant pour x, = A AT À 
AN nr, à une fonction arbitraire des autres variables x ; 
2° d’autres moins générales et que l’on doit considérer 
comme singulières. 
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Mais les équations (1) peuvent encore admettre des solu- 
uons singulières, sans posséder d’intégrale complète, comme 
nous le verrons dans la suite. Il existe des conditions qui 
expriment que les équations (1) possèdent une intégrale com- 
plète; nous les appellerons conditions d’intégrabilité com- 
plète ou, tout simplement, pour abréger le langage, condt- 
tons d’intégrabilité du système (1). 


VIII. — Théorèmes sur les équations aux différentielles totales 
et les équations simultanées aux dérivées partielles. 


. Considérons un système d'équations aux différentuelles 


totales 
| AU = Xiidr EXye dre 0, + Xi dan, 


duo = X21 42, + Xo9 Ale +...+ Xon dTn, 


() 


Supposons ce système intégrable dt par là nous entendons 
qu'il admet une solulion renfermant m constantes arbi- 
traires ); soit 


(2) Pres 4 


une intégrale de ce système, © désignant une fonction des 
u et des x et « désignant une constante arbitraire. Dire que 
© — à est une intégrale de (1), c’est admettre que l’on peut 
adjoindre à (2) m—1 autres équations, pi —, ..., 
ei — 04, telles que les valeurs de w,, us, ..., Um, tirées 
de là et portées dans (1), rendent ces équations identiques 
OT, Le, 0, Æneld Qi, mes, etl'on 
peut même ajouter, quelles que soient les fonctions de x;, 
D quel'on mette à la placé dé ao, ai, .. ., am. 

Ceci revient à dire que les valeurs de w,, us, ... tirées 
de (2) et de ses analogues rendent identiques les équations 


à du; ' 
(3) ES X 7. 


dx ; 
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. . . du; 
Différentions donc (2)etses analogues, pour en urer les SRE 
\  j 
nous aurons 
09 d du: do dus 09 .dür 
| 0x; ou, dx; OU» dx; dm Tdi 4 
(4) À dy do du; 09 dus do du yn 
1 - —+- { E=csmd 
| 0T2 OU ATo OU AT OU n°402 L 
Le br du; ; : - 
si l’on ture les Tr de là pour les porter dans (3), les équations 
pi 


ne seront peut-être pas identiques ; mais elles le deviendront, 
si l’on suppose les & remplacés par leurs valeurs tirées de (2) 
el de ses analogues : alors 1l faut qu’elles soient identiques 
avant cette substitution aux & de leurs valeurs tirées de (2), 
puisque, les & étant arbitraires, on peut supposer les rela- 


tions (3) satisfaites quels que soient les w. Ceci revient à 
du; 


dire que l’éliminatuion des entre (3) et (4) fournit des 


dx ; 
identités : or l'élimination peut se faire en remplaçant dans (4) 


du; - : ER 
ue par X;;; on a donc les identités 
ps / 


do ® à dœ Op 
+ — X,, + Xoi—+—...+ - Xh: 0; 
0x: ou: OU OU» 
(04 OR A Ur es A 
do dp ©: JE dœ 
— + — Xip+— Xeon... he Xmn— 0; 
\ Th ou; OU) OUn 


donc toute intégrale © — x du système (1) fournit une tnté- 
grale : commune aux équations dérivées partielles simul- 
tances (4). 


Réciproquement : toute intégrale commune aux équa- 
tions (5) égalée à une constante arbitraire fournit une 
intégrale du système (1). 


En effet, les formules (5) étant identiques, en les combinant 
avec (3), on aura des équations (4) identiques à (3) ou équi- 
valentes à (3); or, les équations (4) ayant lieu, on a do —0; 
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donc © — const. est une conséquence de (3) ou, ce qui revient 
au même, de (1). ÉNONF-N 


Il résulte de là que, quand on saura trouver » solutions 
communes aux équalions (5)ou, Ce qui revient au même, une 
solution renfermant »2 constantes arbitraires, outre celle que 
l’on peut toujours ajouter à une solution quelconque, ce qui 
constitue une intégrale complète quand on les combine linéai- 
rement, on pourra intégrer le système (1) et que, vice versa, 
sachant et pouvant imtécrer le système (1), son intégrale la 
plus générale F(0,9,,...,0»_,)— const. fournira l'intégrale 
la plus générale F (9, 0,,%:,...,0,_,) commune aux équa- 
lions (5). 

Les conditions d’intégrabilité complète d’un système, tel 
que (5), sont, comme l’on voit, les mêmes que les conditions 
d’intégrabilité du système (1). 


IX. — Intégration des équations simultanées aux dérivées partielles. 


Considérons d’abord le système suivant d'équations simul- 
tanées aux dérivées partielles, mais à une seule fonction 
INnCOnNnue 4, 


ou ou 


ou à 
(1) ‘HOGRRT Art CCR | Phbqut 


frs fo +: fm désignant des fonctions donntes des variables 
0 io, .. 7, et des dérivées D,, Day : - « Pr 
de la fonction &w prises respectivement par rapport à x, 
Lo... Ta; NOUS SUPPpOsErOons Que fi, fa) + + «> /m NC CONLIEN- 
nent pas la fonction inconnue w elle-même. 

Si le système considéré (1) admet une solution, on devra 
avoir 


(2) du = pidr+...+prdtn+fidts +... fn dt. 


Supposons que l’on change de variables et qu'à æ,, æ:, -.., 
æ, on substitue de nouvelles variables, fonctuionsdex,,æ,..., 
DT, let que Je désignerai par &, &, . . +, One Si 
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l’on convient de désigner par un d les différentielles totales 
prises en faisant varier les £ et en laissant les & constants, et 
par un à les différentielles prises en faisant varier les & et en 
laissant les { constants, la condition (2) pourra être remplacée 
par les deux équations 


(3) du = Pi AT + Pad» +. . + Pr dTn + fi dti +. . «+ fn dt; 
(4) ÔU — P10T1+ Pa0Le +... + PrÔLn 


où du, dx, ... n’ont plus le même sens que dans (2). Si la 
solution existe, elle sera donnée en intégrant la formule (3), 


et l’on aura, en désignant par c une fonction des «, à laquelle 
se réduit 4 pOur {= Qu, 2 = Go, LP RIOE 


(3 bis) u=e+ f{ndn+..+fidus. 


l'intégrale étant prise par rapport aux { en laissant les à 
constants, de manière à s’annuler pour £, = &,, ..., im Am. 
Cette formule différentiée avec la caractéristique à donne 


Ou — dc + [Grdei+ pô de+...+ 3fida+..) 


ou encore, en appelant ©; et &; les valeurs de p; et x; pour 
pee VE ln AS, ….., 


SERA N N D N 
OU OC + P,0V1 +. . + PrOTn— vw! OÊte . .— Dr0Ën 


+ [Ordi drièm+.….+ fidt èfe ds mi 


on aura évidemment satisfait aux formules (3) et (4) si l'on 
pose 
(5) Ôc = m0 madés ED OR 

LE ? EC A , CE , . 
et si l’on peut égaler à zéro la quantité placée sous le signe 
f Nous pouvons annuler cette quantuté en annulant séparé- 


ment les coefficients des Ôp et des dx. On obtient ainsi un 
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système d'équations aux différentielles totales que voici : 


SR of df2 j dfm 
= 4 Opi dti + dpi dla RE RSR SES te dpi lys, 
_ofi _ df2 _ 2m 
—"ATe — ÔPa dt, + Ôp: dia +. Law PA AL, 
(6) Do ete ph ate es sous ee oies » cri ec : 
+2 fi UE | fm 
dpi == dx dti + or, dto+-...+ FETI d ML» 
_ of 0/2 | fm 
dpa = 02 dt; + 0æ» dt Ti SE 0 db 


Supposons ce système (6) intégrable et intégré avec 27 con- 
stantes arbitraires, fonctions des « bien entendu. Supposons 
de plus l’équation (3) également intégrable quand aux dx on 
aura substitué leurs valeurs tirées de (6). Les équations (3) 
et(4) seront satisfaites si l’on peut en même temps satisfaire 
à (5). On peut y satisfaire comme il suit : 

Intégrons le système (6);(3), de telle sorte que, pour 4, —&;, 
RS Ont Ti, — ui, da — Es — 0, -.,pi—w1, 


>= D», ... etu—= c. La formule (5 )sera satisfaite en posant 


EF oF 


__— A , 2 e- 7 , 
dér JE 


(2) © = F(Ër 6» -.., 6x) Di 


Les intégrales de (6), (3), où les &, les 5 et c seront liés par 


les relations (5), feront connaître les p, les x et w en fonction 


des & ou des &, et l'élimination des &, 5, c et des p entre les 
intégrales de (6), (3) et (5) fera connaître w. 

La valeur de w ainsi calculée se réduira à F(x,, ..., x») 
Li Ar, :-. (p. 19). 

Mais on peut aussi diriger l’intégration autrement; si l’on 
suppose en effet 05, —0, 06: —0, ..., ou les £ constants 
avec du — 0, l'équation (5) sera encore satisfaite, de sorte 
que l’on aura encore une intégrale en éliminant les & entre 
les intégrales de (6), (3). Cette intégrale renfermera les con- 
stantes arbitraires Ë,, £+, ...,€,. Ge sera une intégrale com- 


plète. 
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Quand on connaît une intégrale complète d’un système 
d'équations simultanées, tel que (1), la méthode de Lagrange 
exposée pour le cas d’une seule équation permet de trouver 
la solution commune la plus générale, laquelle renferme une 
fonction arbitraire. 


RéciPrROQUEMENT, s£ l’on connaît une solution V com- 
mune aux équations (1) renfermant n constantes arbi- 
traires E1, Ë2, ..., &n, abstraction faite de celle“que l’on 
peut toujours ajouter à V, le système (6), (3) sera tnté- 
grable. 


En ellet, posons 


OV OV OV 
| 0x — P1» 0æ» ET -..) 0%» — Pn) 
Se | oV OV ov 
A Sr 19 ot, Fe Dal se.) Œ EU 00) 


Di, ©», ... désignant des constantes arbitraires; je dis que 
ce seront les intégrales du système (6). Pour le prouver, 
représentons par un d une différentielle prise en faisant 
seulement varier les £, et par un à une différentielle prise en 
faisant varier seulement les w et les £; nous aurons 

OV OV OV OV 


dN= — dti +4 — di RSS AR RTE 
On 7 dt 0 O0 SEE 


ou bien, en vertu de (1) et (8), 
dV = fi dti + fa dt tee «+ P1 AT + Pa dX's +. 3 


d’où l’on üure 


(9) 0 dV = Y ifdt +D pi dx + Ôp dx. 


D'un autre côté, on a 
ni 0 ) IN] n 
VE Ù a 0Z - sa 0Ë 

0x 


ou, en vertu de (8), 
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doV =>. dpôx + p odx. 
Cette équation retranchée de (9) donne 


( D. df dt +Ÿ 0p dr —Ÿ ap a: 


or, les 6 et les sw étant arbitraires, il en sera de même des 
ôp et des 0x. On pourra donc égaler leurs coefficients à zéro, 
après avoir développé les 0/. On trouve alors les équations 
(6); donc (8) sont les intégrales de (6). C0 MID: 


du 2? dx +Ÿ fat 


est alors intégrable; car, en vertu de (1) et (8), elle se réduit à 


à ) 
du — il tx +DT à sn 


donc l'intégrabilité du système (1) entraine celle des équa- 
tions (6) et (8) et vice versa. 
Tout système d'équations simultanées aux dérivées par- 


L’équation 


elles à une seule fonction inconnue peut se ramener à la 
forme (1). En effet, on peut d’abord faire disparaître la fonc- 
ion inconnue elle-même par l’emploi de l’un des procédés 
indiqués par Jacobi (p. 53) pour le cas d’une seule équation, 
et nor Ne le système proposé par rapport aux déri- 


vées { — == f,, ” — f, .... Sicette résolution est impossible 


ou si même elle paraît incommode, on pourra se dispenser de 


0 3 Ô j 0 
le faire en calculant les quantités 21 » dE LAS of, GE 
dr NOT Op Jr 


par la méthode des fonctions implicites et en substituant 
leurs valeurs dans les équations (6); mais alors à ces équa- 
uons (6) et à l'équation (3) il faudra adjoindre les équations 
proposées qui servent à définir les f, lesquels f entreront 
dans les équations auxiliaires (6) modifiées comme il vient 
d’être dit. 


L. — Traité d'Analyse, VI. 9 
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X. — Conditions d’intégrabilité d'un système d'équations 
simultanées aux dérivées partielles. 


? A) 1 € 4 < © L LL 2 14 + 

D'après ce que l’on à vu au paragraphe précédent, les 

conditions d’intégrabilité d’un système, tel que 
ou ou ou 

I — = — = fo, se 22% fn 
G) ot Ji, Ol> J2 ? VIN re Jn 
doivent être les mêmes que les conditions d’intégrabilité du 
système d'équations aux différentielles totales que l’on pour- 
rait appeler canonique 


0f\ 0/9 fn 
— dr = <= dt = dt + dt}, 
: 0pi c Op: F Op: fr 
LoPe ER Of m 
= de — Ôps dits + Po dla ass ps 4 À Et) 
(2) { ES C0 QD M O1 27 0 ) Fe CRC k ê . of cimmiess ? 
La 0JoREs ! ] ane 
dpi — 07 dt; 07, dre T 0x, dl: 
Of 0/2 Of} 
dp: == S dt; LE JE dt ae DTA At 
(3) du fdt+ » p dx 


Or les conditions d’intégrabilité du système (i) sont 


fi. | N\ 0; Of INVITER 


Opidtg “4 0p:0py 0Ty _ Opi0Xy 0py 
Pfr CON fr Of; Pfr Of; 


et d’autres équations analogues obtenues en changeant p; en 
æi. Cette formule et ses analogues, en posant 


DC 2 20%) jap) 
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} dpi | 52 ni . — (fs fo) |= O 
j 0 Fo _ L 
| OT ÿ © PAIN PE. ee 


et, par suite, pour que les ne (2) soient intégrables, 
il faut et il suffit que les expressions 


Of; 0 
dE — UT 4) 


deviennent 


(4) 


soient indépendantes des x et des P: Maintenant, pour que, 


en outre, (3) ou 


Of dfu 
du =Y (rs Dao Us. — pa. du = 0 


soit intégrable, il faut que 


 ( pa Et — ps SE — HD (in —.) 22 
LL 

DCR DL 

# (/ P1 re — EE — ) Dr ee 

D e(be ee lee 


Ces équations peuvent s'écrire 
“Of; Ôdfx (5 QAR 
Ho D ot, de )Pu +2 Je) 


Dry ape PP) — 30 fa) — (Fi fx) =0 


ee 
el, en vertu des relations (4), 

j df Ofr 
G) EE (fn fo) 0: 


telles sont les conditions d’intégrabilité complète du sys- 
tème (1). 
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On peut trouver les conditions d’intégrabilité d’un système 
de 7» équations aux dérivées partielles du premier ordre, sans 
pour cela avoir besoin de le résoudre par rapport à mn déri- 
vées. En effet, si l’on suppose £;, = 25 2, 
7 DS nr. — Diese el SLIOTINENS 

b=m+n 


(fn Je) = CARE IL 
k) Z ( ) 


pu 0Ty pu dy 


l'équation (5) pourra être remplacée par la suivante 


(6) (y 72)2=10; 

le symbole (fi, fx) n'ayant plus le même sens que dans 
l'équation (5); on peut d’ailleurs écrire (6) ainsi 

(6 bis) (Pn+j Pn+k) 0; 


Pn+js Pn+k étant tirés des équations proposées en fonction 
des æ, des £ et des autres p. Supposons que les équations 
données soient de la forme 


F;(p1; P2; ces Pm+tns Lis Las +.) Tm+n) — 0, 


Fr e0; ….) Fe, 


(7) 


on a, en général, en appelant «, 6 des fonctions deF,,...,F», 


we DEN Es Æ — — ) 
PE CRAN Fu 
“AG y 0F; Ory Os Ory OP; 
=D OF; o0F; 5 )s F;). 


Supposons que l’on prenne a = F%, 8 — F,etque les variables 


F'soient précisément DPy41, Pay», - . .; cette formule deviendra 


120(F7 EX 


FR) SIN EEE 
# 0) O(Pn+is Pn+j) 


(Pn+i Pn+j); 


donc les formules (6) entraînent les suivantes : 


(8) (Fe, F;) = 0. 
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Réciproquement, les formules (8) entraînent (6); car, en pre- 
nant pour &, $ deux des quantités p,,;, on a 


J(a; B) 


(a, B)— 2, EF) F;), 


c'est-à-dire, si les formules (8) ont lieu, 
(Pn+is Pn+j) = 0; 
ainsi, pour que le système 
(9) ND; F0, tn Pye0, 


dans lequel F;, F:, ... désignent des fonctions de x;, 


] ou ou SUR USES 
Dr, tel de p, — A rem soit intégrable 
1 17 


complètement, il faut et ilsuffit que (F;,F;)—0 en tenant 
compte de (9). 


XI. — Intégration d’un système qui ne possède 
pas de solution complète. 


L'intégration d’un système qui ne possède pas de solu- 
ton complète a été ramené par Bour [ XXXIX° Cahier du 
Journal de l’École Polytechnique (Mémoires sur les 
équations différentielles du premier et du second ordre)] 
à l’intégration d’un nouveau système possédant une telle solu- 
tion. 

Soient 


(1) IE 0, Lore 0, 40 


les équations à intégrer : 

1° Si les équations (F;, F;)—o sont identiques, ou le 
deviennent en vertu de (1), on appliquera aux équations (1), 
complètement intégrables, la méthode exposée plus haut, 
ou toute autre méthode permettant de calculer l'intégrale 
complète qui existe. 
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2° Si les conditions (F;, F;)— 0 ne sont pas satisfaites et 
si l’on a, par exemple, 


QuT Pile d(Ti; La, ..…, Tn)) 


les équations n’ont pas de solution commune. En effet, si 
cette solution existait, on devrait pouvoir adjoindre à (1} de 
nouvelles équations F»,,—0,...,F,=— o, telles que l’on ait 
précisément 
(F;, F;)= 0 
pour toutes les valeurs de £ et j moindres que » + 1, et d’où 
l’on puisse tirer les p. 
3° I pourra se faire que l’on ait 


CES pr di;(Ti, FAR ….., SAT Pi; P>; .. /, PE 
Dans ce cas, 1] faudra voir si les équations 
(Fi, F;)=0 


jointes aux équations (1) peuvent former un système se rédui- 
sant au plus à » équations distinctes, et dans ce cas, voir si 
ces équations satisfont aux conditions d’intégrabilité. Si les 
équations (1) et (F;, F;) = o forment un systèmie de plus de » 
équations distinctes, le système (1) n’admet pas de solution. 
S'il forme un système de x» ou de moins de » équations, il 
pourra se présenter deux cas : 1° ou les conditions d’intégra- 
bilité sont satisfaites pour le nouveau système et sa solution 
complète sera solution de (1); 2° ou les conditions en question 
ne sont pas satisfaites, et alors 1l faudra traiter le nouveau 
système comme le système (1), et l’on finira par décider, en 
continuant ainsi, s’il yaous'iln”ya pas de solution commune 
aux équations (1). : 


XII. — Problème de Pfaff. 


Pfaff a fait connaître, en 1814, dans les Mémoires de l’Aca- 
démie de Berlin, une méthode pour l'intégration d’une équa- 
tion aux différentielles totales, qui a une grande importance 
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parce qu'elle a été le point de départ des travaux de Jacobi 
sur les équations aux dérivées partielles ; nous allons l’exposer. 
Le problème de Pfaff consiste, étant donnée l’équation aux 
différentielles totales 


(1) Xi dti + Xe Ta +... + Xh Ath — 0, 


dans laquelle X;,, X:,..,, X, sont fonctions de xi, Zo, … 
æn, à la remplacer par une autre renfermant une variable 
de moins. 


* 


Un changement de variable consistant à remplacer x, 
Mn pan des fonctions y1, Yo, .. +, Yn de ces variables 
transforme cette équation en une autre de la forme 


Yi dy: Que Y2 dy 2 RO Le dY n A0, 


“où V4,-Y>,...sont fonctions de y,, Y2,...; mais on ne peut 
pas demander que Ÿ, —o et que Y:, Y:,..., Y, ne contien- 
nent plus y, ; en effet, pour résoudre ce problème, il faudrait 


poser 
Ce OV, 


FAR Li OT 


Lo 
| 


et ces équations ne sauraient en général avoir de solutions 
laissant y,, Yo. . .., y, variables. 

Mais on arrive au but que l’on se propose en supposant 
Y,—o et en faisant en sorte que y, n'entre qu'en facteur 
dans Y,, ..., Y,; nous sommes ainsi conduits à chercher la 
solution du problème suivant : 


Etant donnée l'expression différentielle suivante, dans 
laquelle la notation dU ne représente pas nécessairement 
une différentielle exacte, 


AU = X, dr + X2dte.. + Xh dry, 
on Propose de la transformer (L) 


dU = Y, dy ai ne dy2 ne nie dY x 
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les quantités Y,, Y:, ... satisfaisant aux conditions 
(27 Dé r Vo m2 Ar Yh = 200 
L», ..., Ly ne contenant pas y: 
Les équations (2) peuvent être remplacées par les suivantes 


, dlog Y; l log Y: : 
(2 bts) D D —...—h, Y1=210 


d'logN 
dy 


désignerons par un d une différentielle relative à y,, les 


en désignant par } la quantité + Dans la suite, nous 


variables y», ..., yh restant constantes, et par un Ô une diffé- 
rentielle prise en faisant varier 2, . . ., ÿA. mais en laissant y, 
constant, et nous poserons | 


2) OÙ —=-X1 071 Xo0To He EX, 0 
(4) dU = Xidri+ X2:dz:+. "+<X, dr, 


Nous déduirons de là 


dûU — D dX; 0%; + D X;0dx;, 
5 dU — À 5X; dr; + D X;0dx; 


et, par suite, 


ou bien, en développant ôX; et dX;, 


N N OX; N )X; N 
0 dU — doU — | ( + OTa + Jde 
1 2 
oX; OX; ja 
(Se dx, + Jr dE + «jôæi|, 


ce que l’on peut écrire 


ÿdU — au = Ÿ ee on) dde. 


En posant 
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cette formule devient 
(5) JaUt-doU — ÿ CAPLETIOUTÉ 
on trouverait, d’une façon analogue, 


ddU — dùU = Ÿ bi;dyièy, 


OY; JY 
OU 
LE RUE 
et, comme dy», ..., dy», dy, sont nuls, on a seulement 


AU EU D bi dy1dy;, 


1Y j À . 
et Ÿ, étant nul, b,;— — e et même, en vertu de (2b1s), 
AL 
Di À Y ;, en sorte que 
(6)  dU — doU — DAT 


Or Y ; est le coefficient de dy; dans dU, et 


Pit +. ..+X,dr, 
ox 0x 
— EE Rx, IL CR 
( 1 dy nc 7 y V1 
| X: te ï t X»h cn) "à LA à 
OV j 0Y 
on a donc 


la formule (6) devient alors 


NS N N 7 0x 7 ) n 
du —doU e=—= — hay Y (x: . +... X> 0 
»: 15 
et, en vertu de (5), 
ne NS F 0x { ) ! 
Yasarèr, = nan Sa (x: nn Eee) 
ou 
a;; dr; Pr _e AS 
HO, Wa tes #1 OYn nr 


er: Nr r 071 $ DE 0 
= —— LADITE dy; te LES el 
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« LC LT (NS Ni IN Q 
Egalons les coefficients des quantités 6y,, 0ÿ+, : :., 0yu,1l 
viendra 


0 ; Por 0%, 
| D adr:- : & hdyi( L'URSS me), 


1 2 DE 7 da 
(os) { - 0x ; Fe 07: 2 D ER AS 
| d'aryar: D han (x Re … 2 


et, Comme on à 


Ÿ di; dr; dr 0 
7 Î Ù 


lPéquation précédente pourra se mettre sous la même forme 
que les équations (5), 
0x 


: 4 OX ; 7 1 id 
(7bis) D Gaz: E —+- X dy: (x: dy  - +<X»} :) == 0 


Le système (7), (7 bis) entraine les équations suivantes 


{ Gi dr + Gya dt +... + Gin dæn + X,h dya =, 


(8) oi ÀTi + G22 Xe +... ain dan + X2h dys= 0, 
 ( 
| SLR CO RNAIRRRSS à tre SCOOTERS SFÉHR 
\ Œ ni dx; —- no de —— , . + nn CE — X, A dy = O0; 


car 1l est linéaire et homogène par rapport aux premiers 
membres de ces équations. Ce sont les équations (8) qui, 
comme nous allons le voir, fournissent la solution du pro- 


blème de Pfafr. 


XIII. — Examen des divers cas du problème de Pfaff. 


Premier cas : Le déterminant Ÿ EE dji Ase NET ERIORS 


pas nul. — Alors » est nécessairement pair, car le déter- 
minant en question est gauche et symétrique (t. [, p. 162). 
Dans ce cas, les équations (8) peuvent être résolues par rap- 
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port à dx,, dx:, ..., dx. Prenons alors À — 1, les équa- 
tions (S) pourront être intégrées, de telle sorte que 7 —1 
équations résolues par rapport aux constantes d'intégration 
ne contiennent pas y,; une seule intégrale contiendra alors 
cette variable. Prenons y2, ÿ3, ..., y égaux aux valeurs des 
constantes qui ne contiennent pas y,,et urons y, de la nitme 
intégrale ; 1l sera déterminé à une constante près : je dis qu’en 
choisissant ainsi À, y, Ye, ..., Y», le problème de Pfaff 
sera résolu. 

En effet, multiplions les équations (8) par xs, dre, ..., 
0x, respectivement, et ajoutons-les : nous aurons successive- 
ment 


Ÿ &ij dx; dv; + h OU dy; = 0. 
N x Sr! 
> dj; dr; 0x; — h dÙ dy1, 
à cause de &;j = — aj;, c'est-à-dire 


DCE — à dÜ)— À SU dy; 


ou bien 
> bijdy;dy; = h(Y10yi+... + YnôYn)dyi: 
en égalant alors les coefficients de dy, 0y2, -..,ona 


bin dy EE Do AY» ne er Din dY x = g 4 Y; dy1; 


(9) le ant ee ee Be jes ste ele . 
Ori dYi + One dya +... + byn dYn = RYndyi. 


Onon a supposé Vr, Vs, ..., Yr constants; donc dy», 
dy;, ... sont nuls, et les dernières équations deviennent, en 


| b ; : I _. : I = OY» OY: 
remp açant TR OU s ete par eurs valeurs oO, oi == dy» 
0Y; 0Y; 
Yi 0Y3” Ra” 


9 Y;, . = RY>, dyi = hY;, 
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c’est-à-dire 


y dlogY:  OlogYs YPO 9 log N 
AT vi 0 Lo CE dy 


le problème de Pfaff est donc résolu. 

On peut un peu simplifier les calculs en intégrant les 
équations (8), de telle sorte que pour y — VOIE D), 
TRAD RS TA TL OTESO DIEU 


Faisons, dans cette formule, z,== T3 nOuS 


aurons 
VE 
X! désignant ce que devient X; pour z, = ZX"; Zi —%,, 


en sorte que l’on a 


dU =(X$ dx9.+...+ X2 dx )N: 


À L , — 
Deuxième cas : Le déterminant N° + à Sa TRES L' 
1 2 


— C’est le cas où À» est impair : le problème de Pfaff n’est 
plus possible, mais on peut dans ce cas résoudre un autre 
problème qui peut avoir son utilité, ainsi qu'on le verra au 
paragraphe suivant. Intégrons, en effet, les équations (8) en 
prenant } — 0; ces équations se réduisent à n — 1, distinctes 
en général, et l’on peut prendre les constantes d'intégration 
égales à ÿ2, Ya, -.., Ya. Supposer À nul, c’est supposer N 
indépendant de y,; les équations (9), que l’on déduit de (8), 


se réduisent alors à 


O0 = O0, = ee ==) ira AO) 


On peut poser 
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les formules précédentes deviendront alors 


0L2 JLn 


== 0, STRAE — 
0Y1 0Y1 


0; 


et les fonctions Z,, . .., Z, seront indépendantes de y,; dU 
prendra alors la forme 


00 0ÿ | ue 
ALES dy D nacre da or Zn dyn 


ou 
(10) dU = dd + 2: dy2 +... ZndYn, 


L:, L3,... ne contenant pas y,. Si toutefois la fonction Ÿ ne 
contenait pas y,, On aurait seulement 


(11) dU = Z, dys+...+ Ly dyn 


Z,,...,L, ne contenant toujours pas y1. 


Troisième cas : Le déterminant ÿ ils  eniire OSl 


nul ainsi que tous ses mineurs jusqu'à ceux d’un certain 
ordre. — On peut toujours prendre À — 0, mais les équa- 
tions (8) sont en nombre inférieur à 72 —1; on pourra 
prendre toutes les constantes d'intégration distinctes égales 
à des y; les autres y seront choisis arbitrairement, et, en rai- 
sonnant comme dans le cas précédent, on voit que dU affec- 
tera encore l’une des formes (10) ou (11). 


XIV. — Application du problème de Pfaff à l'intégration 
des équations aux dérivées partielles. 


De ce qui vient d’être établi aux paragraphes précédents, 
1l résulte que l'expression différentielle 
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est réductible à l’une des trois formes 


(& ) k Vif Yo CA SE DT YndYn), 
(D) Yodya+...+ Yrdyn, 
(c) dYi+ Yedy2+...+ Yhdyn; 


ces formes sont susceptibles d’une réduction ultérieure; les 
formes (a), (b) contiennent une différentielle de moins que 
la forme primitive. Je dis que l’on peut aussi faire disparaître 
une différentielle de la forme (c) : en effet, la forme 


Yo UE AS + YndYn 


est réductible à un des trois types 


(d) La (Ls AS Ne Zndzn), 
(e) Z3dz3+...+ Z,dzn, 
(72) ds: + Lsdz3 +... d2,. 


S1 dans (c) on remplace Y, dY2 +... Yidyr par l’expres- 
sion (d) ou (e), il est clair que l’on fait disparaître une 
différentielle; si on la remplace par l'expression (f) en posant 
ds> + dy, = du, nous voyons que l’on fait encore disparaître 
une différentielle. En opérant sur les formes réduites, 
comme sur (À), il est clair que l’on peut encore faire dispa- 
raitre une différentielle, et ainsi de suite. 

Considérons maintenant l'équation aux différentielles 
totales obtenues en annulant l’expression (A) 


NO Hrte Ke ire 0 2506 Xn dt 108 


on pourra faire successivement disparaître de cette équation 
p variables et la ramener à la forme 


Yp+1 dY p+1 ane Yp+2 dy p+2 M NC Ee Y» dy n D: 


et l’on y satisfera en SUPPOSANt Vpy1 Vpp2r » : +» Yn égales à 
des constantes; de là, comme on voit, plusieurs moyens de 


satisfaire à une équation aux différentielles totales, en se 
plaçant à un point de vue différent de celui où nous nous 
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sommes placés jusqu'ici, puisque cette fois nous admettons 
que l’on a le droit de considérer plusieurs variables comme 
foncuons des autres. 

J'arrive maintenant à la conclusion de toute cette théorie 
qui est l'intégration de l’équation aux dérivées partielles 


ou 
(ra) SR NT. Mn; Min Pan tie: Pr 


dans laquelle w désigne la fonction inconnue des variables x,, 


RÉ HOT AN du du 
Ls, ARCS | Th; fa el p;, P2; . ss Pr (ane, erivees 0x1” Fr PU 2 
du 5 : SHARE . À 
a+ Cette équation sera intégrée si l’on trouve des quan- 
I 


LILÉS Li, Pas : + Pn, Salisfaisant à l'équation aux différen- 
uelles totales 


(13): das +... + prdz, + f dt — du + o dp;+...+ 0 dpr=o. 


Faisons disparaître une différentielle du premier membre 
de (13) en appliquant les principes exposés aux paragraphes 
précédents ; les équations (8) se réduisent dans le cas actuel à 


| o) 
| — dt je + dp;1+ hp1 dy1=0, 


0 
— dt Je + dp2+ hp: dy1 = 0, 


— dr; — Let AE 


Op: 
(14) ‘40 Gè DE 0, 
OP» 
of 
Dre dy 0; 
of | AU 
MEET SE dur 
of A 
A4 dpi dpi+...+ a du + hfdy1 = 0. 


Si l’on intègre ce système de telle sorte que pour {= {!, on 
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ait di 9, Di — pp}, u —u!, l'équation Eee 
en vertu de la remarque faite p. 140, 


p9dxÿ +...+ p£ dxf = du, 


à laquelle on satisfera en prenant u—=w(x}, x," x), 


AK ; : , Dlo) 
& désignant uné fonction arbitraire, et p; = -—: Alors pour 
0x? 


intégrer l’équation (12), il faudra donc éliminer X dy, des 
équations (14), intégrer les équations résultantes en prenant 
x, ..., p°,..., u° pour constantes d'intégration etrem- 
placer ces constantes par leurs valeurs dans 
VASE 4 62 NE REES U = je s….. 

Cette méthode, comme on peut s’en convaincre, est identique 
avec celle de Cauchy. Pfaff n'avait pas pensé à prendre 
Lys. Pi, -.., W° pour constantes d'intégration; aussi ses 
calculs étaient-ils beaucoup plus compliqués, et il était obligé 
d'appliquer plusieurs fois sa méthode pour faire disparaître 
successivement toutes les variables &, æ,, Z%o, . x. Le 
perfectionnement à la méthode de Pfaff, que nous venons 
d'exposer, est dû à M. Darboux (Bulletin des Sciences 
mathématiques, janvier 1882). 

Pfalf a exposé sa méthode dans un Mémoire intitulé : Metho- 
dus generalis æquationes differentiarum partiarum, nec 
non æquationes differentiales vulgares, utrasque primi 
ordinis inter quotcumque variabiles complete integrandi 
(Acad. de Berlin 1814). 

Gauss (Œuvres complètes) et Jacobi(Crelle, t. 2, et Jour- 
nal de Liouville, 1. IT, 1° série) ont successivement essayé 
de perfectionner la méthode de PfafF. 

M. Cayley a indiqué un moyen simple pour résoudre les 
équations (8) par rapport à dx,, dx», ...(Journal de Crelle, 
t. 97); cette méthode de Cayley est exposée et développée 
dans le Traité de Baltzer sur les déterminants (traduit par 


+ Hoüel). 
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Qt 


XV. — Méthode de Jacobi. 


Considérons l'équation aux dérivées partielles 
(1) D Dr: tr Des... an) = À; 


dans laquelle p,, po, : .., p, désignent les dérivées de la fonc- 
tion inconnue & par rapport aux variables æ,, æ», ..., Æn. 
Nous supposons que w n'entre pas dans f'; quant à k, ce sera 
une constante arbitraire, 

Intégrer l'équation (1), c’est trouver pour Pi, P:, + .., Ph 
des fonctions de Z,, Z:, ..., æ, rendant intégrable l’équa- 
tion 

du = pdt; +...+prdtn 
et satisfaisant à (1), ce qui permettra de calculer w. 
Nous supposerons le problème résolu : alors on devra avoir 


Pi _ 0Pj 
2, TER 7 


. 


et l’on pourra supposer que les fonctions p soient données 
par des équations renfermant des constantes arbitraires au 

L : Wy2 L2 L2 ) . 
nombre de n, y compris l'équation (1). Si lon suppose ces 
équations résolues par rapport à ces constantes, que nous 
appellerons , h,,h,...,h,_,, on pourra les présenter sous 
les formes suivantes; nous y adjoignons (1) : 


(3) f= L, Ji = hi, 2 is. ..) Ta Mets 


Or, pour que les relations (2) aient lieu, 11 faut et il suffit, 
comme on sait, que l’on ait identiquement (p. 90) 


F4 (ES LÉ sr... We Ln1)=0, 
CAR Chile) o: LES Cfts HR) = 0; 


niGretts ve nie eis ture, qiselete diet ie) se Re Op en ele sc 0 y 


(fn-2: În-1 ) — 0. 


La question est donc ramenée à salisfaire à ces équations 


simultanées aux dérivées partielles, et 1l semble que l’on ait 
L. — Traité d'Analyse, VX 10 
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compliqué la question. Mais les équations (4) sont linéaires 
et d’une forme qui les rend éminemment propres à l'intégra- 
tion, comme nous allons le voir. 
Si À n’est pas arbitraire, il faudra remplacer dans (4), pour 
qu'elles soient identiques, l’un des p par sa valeur tirée de (1). 
Si l’équation proposée ne renferme que deux variables, le 
système (4) se réduit à la seule équation (f, /,)—= 0 ou 


of of. of of; df dfr LORS 


OT Pi Op: OT; | OL Pa Pa 03 ‘4 


Pour l’intégrer, on écrira les équations 


dp: pe dx; da 


(a) , = — 


Gr). (6) CSS 


et 1l suffira d’en connaître wne seule intégrale pour résoudre 


la question; en combinant cette intégrale avec l’équauion 
proposée, on en déduira p, et p:; en intégrant p; d® + pe d&», 
on aura immédiatement une intégrale complète de l'équation 
proposée. Les équations (a) sont les équations canoniques, 
ou elles deviennent de telles équations en égalant la suite des 
rapports (a) à dx. L'intégration de l’équation f = o est donc 
plus simple que celle des équations canoniques correspon- 
dantes, puisqu'il suffit de connaître une intégrale de ces équa- 
tions disunctes de f — } pour résoudre cette équation (c’est 
du reste ce que fournit le £héorème de Liouville). 

Le cas où l’équation f — L dépend de deux variables est 
donc résolu : passons au cas général. 

Commençons par calculer la fonction /, ; 1l faudra pour cela 
résoudre l'équation aux dérivées partielles (f, f) = 0 ou 


il Or RUE 2) 
md \ OT j 0pi OP; OZ; 


ou les équations différentielles ordinaires 


ADEME: dha dx CHE 


TT 


(ar) 


Corne 


Re 
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> | 


ou, ce qui revient au même, en introduisant une variable 
auxiliaire x, les équations canoniques 


5 Re CESR . 
(5) dx Opi dx (4 
Une intégrale quelconque de ces équations canoniques ne 
contenant pas æ et renfermant une constante arbitraire A, 
fournira une équation /, — /, qui sera l’une de nos équations 
(3), ou, si l’on veut, la valeur de la constante k, ürée de l’inté- 


-graleten question des équations (5) fera connaître une fonc- 


tion /, satisfaisant à l’équation (f, fi) = 0. 
La fonction /, doit satisfaire aux deux équations 


(6). (EE RS ANS ET 


S1 l’on connaît une seconde solution + des équations (5), elle 
donnera (f,#)= 0, et, si elle donnait (f,,2)=— 0, on pourrait 
prendre fs — ©. Dans ce cas, on aurait satisfait aux équa- 
uons (6), et, dans le cas particulier où f ne dépendrait que 
de trois variables, l’équation f — À serait intégrée par les 
équations f = h, fi — hi, fs — h2. Le théorème de Liouville 
permettrait d’ailleurs d'achever dans ce cas l’intégration des 
équations canoniques. 
Mais, en général, on n'aura pas (1, 2) —0, mais bien 


Cu p)=gn (fi pm) pe 2, (fi Pani) = px 
Ci, Lo, --., @x désignañt de nouvelles intégrales et ox une 
constante ou une fonction des intégrales déjà obtenues; on 
peut alors chercher parmi les fonctions de f, fi, ©, 91, ..., 


©, une expression f2 qui salisfasse à (/1,,/2) = 0. On a, en 
effet, 


ONCE DES 


0Ti Op; do 0pi 
ou : 
0 O2 
NEC Fe + (Fi fr) e 
0 9 0) 2 
Or) +... + (Ji 91) _. 
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ou 


Ofs 


do} J—1 


Ox—1) 


(f1s 2) EN ES o) 


Se + Us) JR 


ou enfin 


df2 fa. 9 
10 + Da do He. 7 DZ EPP 


(fi fa) = 


Ë 


En égalant (f,, f) à zéro, on peut calculer f, en fonction de 


F frs Ds Lis + +, 2x1, au moyen de l’équation aux dérivées 
partielles 
jf of» of 
= [de] LR — [de] ES | .—+ ©} = se ES 
62) T1 00 12 1 Fi TA 00y-_1 


Si l’on peut intégrer cette équation, on aura salisfait aux 
équations (6) et, je le répète, si la fonction f ne dépend que 
de trois variables, le problème sera résolu. 

Cette méthode, à la vérité, tomberait en défaut si #, était 
une constante K, parce que l'équation (5) se réduirait à 


et ne permettrait pas de calculer /, en fonction de &; pour 
continuer l'intégration, 11 faudra, ou bien remplacer © par 
une autre intégrale, ou bien, si l’on connaît une autre inté- 
grale o' donnant aussi (f,, 2’) — const. — K', les combiner 
ensemble, et l’on aura 


— —“ el même 


On pourra donc prendre f» — K 


4 


de 
NE 


Si la fonction f dépend de plus de trois variables, 1l faudra 
encore satisfaire aux équations 


(f fs) =0, * (frs fs) —0, (fa: 34e: 
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Pour cela, on choisira une intégrale des équations canoniques 

satisfaisant aux deux premières, ce que l’on est censé avoir 
RE | AE REZ 

fait; en appelant Ÿ cette intégrale, on posera d, —(4, f,), 


(ÿ, d,)= d, ..., puis on cherchera, comme tout à l'heure, 
une fonction de Ÿ,, d,,... satisfaisant à (f2, f3)— 0, et ainsi 
de suite. | 


Il est bon d'observer que l'équation (3 ) s'intègre en posant 


do doi dpx-1 
— = — =,..— dt 
91 P2 Pa 
ou 
do doi dox- 
“TRANRAE FÉES ML TT AN EU 
ou encore 
di—-1® 
sc oeCR, Ai, Di,.., px), 


formule où l’on a remplacé f'et f, (qui n'interviennent pas 
par leurs différentielles) par les constantes X et L,. 


XVI. — Application. 
1° Proposons-nous d'intégrer l’équation 
(1) pi+pi+tpi+ai+ai+ai=h; 
on posera les équations 


Htalodts. : das. -, Ju dpi Al dp dp3 


P1 P2 P3 Ty T2 T3 


d’où l’on tire les trois intégrales 
PitFai=, Pi+TAi— an pi +ai= as 


@, &, &3 désignant des constantes. L’équation (1) et l’équa- 
tion p? + x° — a, serviront déjà à calculer p,, pe, ps; 1l nous 
faut une troisième équation; pour cela, prenant pi + x; — @2, 


n 
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nous observons que (&,, 4) —0; il en résulte que l’on peut 


poser 
Pi+pi+pi=h—{(xi + x$ + x), 
Pi = 4 —xti, 
p? = 2e —H2. 


Ces équations font connaître p;, P>, pa et, par suite, sont les 
intégrales du problème. 


XVII. — Perfectionnements de la méthode de Jacobi. 


Jacobi, dans ses Vorlesungen über Dynamik, a présenté 
sa méthode sous une forme plus simple que dans les para- 
graphes précédents. Supposons l’équation proposée f = L 
résolue par rapport à p, et mise sous la forme 
Li 


(1) P1— 011%: 28 UPS RE 0; 


l'équation f, = h, sera déterminée par l'équation aux dérivées 
partielles 


(2) (Pia AE 


La fonction f, une fois calculée, on pourra mettre /, = , 
sous la forme 


(3) nr Do2(T1; …. h, Pi; se) 0 


et, en remplaçant p, par cette valeur dans (1), cette équation 
prendra la forme 


(4) Pi — Pi (T1; CS NL hi, Ps, AC AT 
et ne contiendra plus p,; on aura d’ailleurs 
(Pa — V1; P2 — Y22)=0, 


puisque le système (3), (4), identique à f = h, f, = h,, est 
intégrable. On déterminera ensuite /, par les équations 


(P1— Die, fa) = 0, (Pa — Da9, fa) = 0; 


par la méthode exposée plus haut, /, une fois connu, on 
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résoudra f» — h; par rapport à p, et l’on portera la valeur 
de p; trouvée dans (3) et (4), et ainsi de suite. Les systèmes 
ordinaires que l’ou sera ainsi conduit à intégrer seront de plus 
en plus simples. 


XVIII. — Règle à suivre pour intégrer une équation 
aux dérivées partielles du premier ordre. 
Soit 
(1) He 0 


une équation aux dérivées partielles du premier ordre entre 
svanables z;, z;;,..., x, et les dérivées pi, Do, . .., Pa 
de la fonction inconnue w. Si la méthode de Cauchy lui est 
applicable, il faut la préférer à toute autre comme étant la 
plus expéditive ; mais il peut arriver que le système d’équa- 
tions à intégrer dans l’application de cette méthode présente 
des difficultés rebutant le calculateur. Voici alors ce qu'il 
convient de faire. 

Je suppose que, par un moyen quelconque, on soit parvenu 
à se procurer des intégrales de l'équation (1), c’est-à-dire des 
équations 


(2) VasscAts HA es hf 


renfermant des constantes arbitraires et concourant avec (1) 
à former un système faisant connaître une partie des déri- 
vées p : on peut chercher à compléter le système (1), (2), de 
manière à connaître tous les p, comme on l’a fait par la 
méthode de Jacobi, et voici comment il faudra procéder. 
Observons que le système (1), (2) doit être complètement 
intégrable, c'est-à-dire que l’on doit avoir 


(3) (Jus Jy) = 0, 


et cela même identiquement dès que l’on aura remplacé une 
_ seule des quantités p par sa valeur tirée de (1), puisque /:, 
hs, ... sont des constantes arbitraires; si nous voulons 
trouver une nouvelle équation fy41 = xs à adjoindre au 
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système (1), (2), il faudra qu’elle satisfasse aux formules 
analogues à (3) 


(4) (7 HU) EE 0) CM RRUSE 0; .. vi: rx de 0; 


et ce sera suffisant pour obtenir un nouveau système complè- 
tement intégrable. Ces équations (4) sont linéaires et homo- 
sènes : elles peuvent être remplacées par un système d’équa- 
ons aux différentielles totales, et ce système lui-même par 
un système d'équations ordinaires E, mais beaucoup pius 
simple que le système primitif de Cauchy, vu qu'il contient 
moins de variables ; il suffira d’ailleurs de connaître une inté- 
grale du système (4) ou des équations aux différentielles 
totales équivalentes. - 

On pourra ainsi adjoindre au système (1), (2) une série 
d'équations de même forme et obtenir assez d'équations pour 
calculer les p. J’ajoute que, si l’on pouvait intégrer complète- 
ment le système formé de (1), (2) et fx4a = hrgs, On aurait 
immédiatement la solution complète cherchée. 

Enfin, je dis que l’on peut diriger les calculs de telle sorte 
que les équations E, que nous n’avons pas écrites, soient 
canoniques, ce qui peut faciliter encore les calculs à cause 
des propriétés remarquables de ce genre d'équations. Résol- 
vons, en effet, les équations (1), (2) par rapport à ps, D», 
Prx et mettons-les sous la forme 


a; 


(3) PARE PTE; Pa 220; +.) Pr+1— 2k+1 = 0; 


de , 


O1, Pr, ...ne contenant plus Dy, Da, NN ENNONEENSRS 


i 


tons /x4, par F; les équations (4) deviendront 
(pi—%i1, F)=0,, (p2—v, F)=0 


ou bien, en supposant que de F on ait éliminé p;, Ps, +, 
Pxz1) à l’aide de (5), 


OF 0F d01 0F do 

# — 0, 
0 dPr+2 0Xk2 OTk+2 0Pr+9 
0F OF 00 oF 09» 
g ee +... —=0, 


_ PESTE He ne. 
02 OPr+2 Tps UTk+2 0Pk+2 


pe ee 0 (pe 2 en Née es 1e selle. © es r ee 6 en (ne Pal NON 
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Ce système fournit les équations aux différentielles totales 


do: 002 
— dlpsos = - AL += CURE DER 
OPr+2 OP k+2 
l tiens AR 
‘AP k+2 — AT — Aa — , 
4 Tee Eh 


et les équations E, dont nous parlions tout à l'heure, sont 


dT 749 ei dpr+ d0 


— : , Le 
dx; OPr+ dx; CHAR) 


Ces équations sont bien de la forme canonique “rebest'le 
perfectionnement considérable apporté par M. Mayer à la 
méthode de Jacobi1. 


XIX. — Sur certaines conditions d'intégrabilite. 


2 des fonctions de w, Di, Do, -.., Pan 
D 0 Z,eéth,,h2, .-.-, h, des constantes déterminées 
ou arbitraires. Proposons-nous de trouver les conditions que 
doivent remplir les fonctions f pour que, des équations 


(1) fi= hi, f2= la, .….) Jan = ha; 


on tire, pOur Pi, Po, .-., Pn, des valeurs fonctions de w, 
Zi, --., Æn, telles que l'équation aux différentielles totales 


(2) du = p; dti + pa dr +...+ prdrn 


soit complètement intégrable (nous avons résolu p. 90 cette 
question dans le cas où les f'ne contiennent pas w). 
L’équation (2) sera complètement intégrable si l’on a 


dp; _ dp; 
+4) dE PT 


ou 


DDENN ODIV MOD RS OP 
ÔT ; "2 ou gr Ô0T; a ou se 
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dpj ne 
2e. la quanlilé 


en désignant, pour abréger, par la notation 


Opj 0p; 
dx; En mr Pi: 


Différentions l’équation Ju hu, par rapport à x;; nous 
aurons 


(4) dfy k ofy dpi | Of. dPn 1e 

#4 dx; 0ps: rs 1 Op} RON 

CTATÉ >résentant LR ); c'e Jar GÉE on aura de même 
| 0Z; mu LE ou P° dx; ; 

(5) dfy LA dfy dpi dfy dpn Eu 


ALI ISODÉAEE EEE 0pn EUR 


Ju 
OPi 
dans le résultat obtenu = 1, 2, ...,n et ajoutons toutes les 


RS JP + 5 ; 
M et (5) par — -les ; faison 
ultiplions (4) par ons ON par eLajoutons-les ; faisons 


équations ainsi formées : on aura, en vertu de (3), 


== O, 


VHS Re 
\dz; 0pre dy 0pi 


résultat que nous écrirons encore, pour abréger, 


(6) (fus fr) = 0; 


n{in —t%©} 


telles sont les conditions au nombre de auxquelles 


doivent satisfaire les fonctions f pour que l’équation (2) soit 
complètement intégrable. | 

Réciproquement, je dis que, si les équations (6) ont lieu, 
l'équation (2) sera complètement intégrable. En effet, si l’on 
pose 


. . Q < = P< 0 + 
et si l’on ajoute les équations (4) et (5) multiphiées par “E, 
£ 

of 


y, ? sais 
A ALU qu'on somme les résultats par rapport à £, on 
fr 


LE 4 


ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES TOTALES. io 


trouve 
Jfu Of. 
- ERA EE VU SJ RAR 
(7) (Ju Jr) - 0p; op; 0; 
2 . fu of, . fu of, Of, Of \ 
au lieu de © = -_ :" “©, à cause de 
0p; dpi 0p; dpi 0pj 0pi 
la relation p;; = — pj; et pi = 0. 
Posons 


0 Éz 
22 PT KR = ; di1 A2 + +: Ann; 
Pi 


(7) pourra s’écrire 


PUR + ay DD. 
“i 

nR 

dur 0dys 


de 1 à 2 : nous aurons, en vertu des relations connues entre 


» Et sommons en faisant varier ue et y 


Muluplions par 


les mineurs d’un déterminant et ses éléments, 


US OR TOR 
k QT DT OL 
Der fr) dayr days FE Æ LJ 
Or R, déterminant fonctionnel des /, n’est pas nul, sans quoi 
les équations (1) seraient incompatibles ou indéterminées; 
donc on a bien p;; — 0, ou les relations (3), si les équations 
Î ) D { 


M) 0'ont lieu, 


Remarque [. — Les constantes h,, h;, ..., h, peuvent 
être ou déterminées ou arbitraires ; si les constantes en ques- 
tion ont des valeurs bien déterminées; si elles sont nulles, 
par exemple, les formules (f,, f,)—= 0, qui ont lieu pour les 
valeurs des p satisfaisant à (1), sont par suite des consé- 
quences de (1). | 

Au contraire, si ,, ho, ..., h, sont des constantes arbi- 
traires, les formules (f,, f,) — 0 sont des identités ; car, ayant 
lieu quels que soient les , elles ont lieu aussi quels que 
soient les p. 


2 
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Remarque II. — Les équations (/,, /,)—0 ne sont pas 
toutes nécessaires pour que l'équation (2) soit intégrable, en 
ce sens qu'elles sont satisfaites forcément quand d’autres con- 
ditions plus simples le sont : c’est ce que nous allons établir. 


On «a tdentiquement 


WE Juv) 2j (Ju M) + (fr: Puy.) gr: 0; 


quand on pose 


Ce théorème, qui est la généralisation de celui de Donkin, se 
démontre de la même manière, en remplaçant les expressions 
symboliques par leurs développements. Supposons alors que 
l’on ait 


(8) Ti = 0; Ta 0: ..) fin 008 


on aura 


(fs fa) + (fa J13) + (a fau) =0 


el, en vertu de (8), 


76 23) = 0: 


23 est donc une solution de l'équation aux dérivées partielles, 
linéaire, homogène, 


Ce MA —"0; 


où V est la fonction inconnue. Si l’on assujeltit V à rester 
constant pourx,— æ}, V sera constant, quelquesoit x, ; donc, 
Si /23 est nul pour +, — x, il sera nul quels que soient x, 


La, +. Æn. Ainsi, si les relations (8) ont lieu quels que 
soient Zi, Lo, ..-, Æn et si l'On a POUR CON 
SORT TS Rene 

(9) J23 = 0, Jar = 0; sas Jan = 0, 


ces relations (9) auront encore lieu quels que soient x,, 
La, +... Ln, | 


_ 21 


ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES. TOTALES. 157 
On peut donc dire que, pour que l’équation (2) soit inté- 


grable, il suffit que 


O0 Jin 0 quels que soient z1, T2, ..., Th: 
x a D 
(pour a x), 
23 =0, fa —0, CIC Jan =0 ; 
| quels queSoient T:,#3, -.., Zn; 
PORT Lys #9 RE PA 
Aou 0, SACRC-NE. RE fin =0 . 
QUES quest, Li, 10, La, 
D 0 pour . zi— 71, Tn-1 = Æ$_, quel que soit æ, 


XX. — Nouvel expose de la méthode de Jacobi. 


roposons-nous d’intéerer l'équation 

P poso l’intég 1e qual 

(1) Ji —= O: 

On pourra trouver une intégrale en déterminant des fonctions 


A Je, telles qué pi, ps, :.., p, tirées de (1) 
et (2), 


(2) Uno, f2=0; s….) Det == 0) 


rendent | 
du = pidti+...+pDrdTn 


intégrable; or 2 3, -.. doivent pour cela satisfaire aux 
équations | 

(3) Ca) 9, Gta 0; .…) Ce rie 0; 
GPPDOURLZi — Zi, à 


PR) 0, COCCR TRUE RNIEELOs 


DT NE D nn nn) dns er 4) 0e eh 6 etalialatalt à sis la is) le ps'ee 


(4) 
Nous allons diriger les calculs de manière à retrouver la 
méthode de Cauchy : à cet effet, nous intégrerons les équa- 
tions (3) de manière que, pour #: RD dx soit une 


différentielle exacte ; les équations (3) et les suivantes seront 
alors satisfaites. 
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Les fonctions /,, f2, f3,... sont des intégrales de(f, V)= 0, 


que l’on peut écrire 


pat of Fes of dV AV OV \ F3 
(3 bts) in GA a) 0py Êe UE Ju) Put k 


ou des équations ordinaires 


dpi d dp» “e …._— di 
Of of parut of t of es se LT NO me of 
44 0% P'ou 07 ??ou É 
ce DL At 
Ta ses of 0f80 
(5) FRS | 12 Gnii 


Ces équations, au nombre de 27, se réduisent à 27% —1, en 
vertu de (1) (p. 99), et comprennent implicitement la 


relation 
du = pidti+...+ prdæn. 


Intégrons-les de telle sorte que, pour x, = x", on ait 


To—= 0%, ..., Ln= hs, mn Pe D ES 


on pourra alors appeler p{ la valeur de p, turée de (1) pour 
x, = æ\. Toute combinaison de ces intégrales, par exemple 
le résultat de l'élimination des x°, fournira encore des inté- 
grales de (3), et cela lors même que l’on aura établi des rela- 
uons entre les p° et les x°. Posons alors 


re 0 
HET CMD PSP 
* Bla) où 
Do —= ) , —= 
P3 0x Pa Ôx® 


Si entre ces équations et les intégrales de (5) on élimine les p?, 
lesx'etles u°,les équations résultantes donnerontw, p;,p2, …, 
Pn en fonction de æ,, Zo, . . ., Æn et: 1° en vertu du théorème 
page 19, on aura pour & une fonclion qui, pour #, = x, se 
réduira à G(X:, La, . . ., Ln)et, pOur Pi, Po, . . ., des fonctions 


ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES TOTALES. 199 


qui se réduiront aux dérivées de 5; 2° les p et les w seront 
déterminés de manière à satisfaire à (1) et à rendre 


d par = du. 


On retrouve ainsi la méthode de Cauchy. 


XXI. — Intégration de deux équations linéaires. 


Liouville a découvert un théorème qui se déduit bien faci- 
lement de ce qui précède, et qui peut d’ailleurs se démontrer 
directement; ce théorème, utilisé par Bour et par Jacobi, peut 
sérvir à l'intégration des équations aux dérivées partielles. 

Soient 


of of of 
nt f —" A9 . + A = F 
“Ar. + 0%; a. 0T T 0æ, 
of of of 
—= BD, —— + B, — . + B — 
RCD) de OT; Be 09 x, k UT è 
D}, B:,...., j désignant des fonctions de æ1, 


Z>, - - ., Zn; À et B des symboles opératoires définis par les 
équations précédentes ; considérons les équations aux dérivées 
partielles linéaires 


(1) Alf) =, 
(2) B(f)= 0. 
La condition d’intégrabilité de ces équations est 


D ES RO SAC) _… = 


0; 0pi Op OT; 


Le ; OL 
pi désignant, pour abréger, ur En effectuant les calculs, on 


trouve 


OA; 0A» 0B:; 0B» nr? 
(3) DID RENTE E |. 


Si l'on tire p, et pe, par exemple, de (1) et (2) pour les 
porter dans cette équation, elle devra être identique; mais 1l 
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est clair que, si cette équation (3) est identique, c’est-à-dire 
que si l’on a identiquement 


CAPE CC A à 


les équations A(f)— 0, B(f)= 0 auront une solution com- 
mune, etil en sera de même de A(f)— const., B(f)= const. 

Il est facile de voir que, quand les relations (4) sont satis- 
faites, et c’est en cela que consiste le théorème de Laouville, 


on a 
A'B{17/9= 8 AU 
En effet, 
) of ) 
ADN A: — (B: Roi 2 ) 
L 11 2 
à ff 0 08ef 
HAË (Bi . sé ra SR ee). 
ou 


œf 0B; of 
B Es" Fé 1 . AIT Hg A —<— : 
à EU) 2 02; 0x ; à \s 0; JR 
on a de même 
OA; of. 
BA SNA MAUR +98, 
CP) ÿ ie i0æ; * dr; 0%. 


donc, en vertu de (4), 


B':if)—AB(f)=0 


ou 


A B(f)= BA(F); 


réciproquement, cette relation entraîne 


JA ; 0B; 
> 10 :7 J ; TA 
Pj ( 5 y A; ) 0, 


0T; 


quels que soient p1, p», ... ou les relations (4). Les for- 
mules (1) et (2) ont alors une solution commune. 


ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES TOTALES. 161 

Voici maintenant l’usage que l’on peut faire de ce théo- 
rème. 

Supposons que l’on connaisse une solution de NOTIER0 
et soit f, cette solution; comme A(/,)— 0, on aura aussi 
Ho ==0o'ou À B{/,)=— 0; donc : 

* 1° Ou B(/,) est une nouvelle solution de A0; 

2° Ou B(/;) est une constante égale à o, et alors f, est 
aussi une solution de B(f)— 0; 

3° Ou bien B( f,) est une fonction de /,, ou une constante 
différente de zéro. 

Les deux premières hypothèses conduisent à des résultats 
dont l’utihité est incontestable. Placons-nous dans la première 
hypothèse, et soit B(f,)=— f:; alors B(f) ou A B?(f, VE; 
donc : 

1° Ou B?(/,) est une nouvelle solution de A(f)= 0; 

2° Ou bien B?(f,)= 0, et alors Bf, ou /, est une solution 
commune à (1)et (2); 

Dpeutavoir BC )—F(f,, 72). 

En supposant que la première hypothèse soit réalisée, 
B?( /,) pourra être une nouvelle solution de A(f)— 0, ou 
B2?( f,) est une solution commune à (1) et (2), etc. 

Maintenant observons que la solution la plus générale 
de (1) est une fonction F{f,, f2, ..., fn_1) de nr —1 solu- 
tions particulières fi, ..., fn_1; donc, si l’on ne tombe pas 
sur une constante, Bi(/,) dans le cas le plus défavorable sera 
une fonction de fi, fo, -.., fi, ces quantités désignant des 
intégrales de (1). Prenons pour variables f,, fo, ..., fi et 
Lipis Ligos ++.) En; VOYONS ce que devient dans cette hypo- 
thèse l'équation B(f)— 0. On a, en désignant par un d les 
dérivées prises par rapport aux nouvelles variables, 


of _df oh. df fi. 
EPA FA dfi 0T; | df2 0x 


: 


RU  df jo af of 


Sr ; D DA LT Hs 
0Li+1 da it: dfi 0Ti+1 dfa OLi+1 


. 
DD e + + © nn + sn 1èletos e)elte es, D nn se à ie 4) 9» e ee :.e °°: 


L. — Traité d'Analyse, VI. RE 
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donc 
df _df 
B(f)=0o=B:4 + B;+ F TRE 
SL Se 
+ RS SU à B 
Or la solution commune à B(f) et NT — o peut être déter- 
GTR LEUR 
minée en supposant OU CN 0, ...,et alorson a 


pour la déterminer l’équation B/— 0, qui se réduit à 


Em UE Rao + SE BD =0 


ou 


PS fe ap tee FO fn ee fie Te dE = 


Lorsque Bf, est une constante différente de zéro ou une 
fonction de f,, cette méthode tombe en défaut, parce que 
l'équation précédente devient 


Of 
ofi 


mais alors, si l’on connaît une seconde solution f, de Af = 0, 


A 


Jacobi a montré que l’on pouvait encore tirer parti de cette 
circonstance en cherchant une solution de B( f) = 0, foncuon 
de f, et f: seuls; on a 
FAR 
CAD EU (fa) = 9; 

en supposant B(/,) = w,(/j\)et B(ÿf2:) = mo fo). 

L’équation précédente peut s'intégrer par les quadratures, 
en intégrant les équations 


df. dfs 


Ha) m:(/2)° 


alors on a la solution commune à (ete 


Ps re ‘4 se 


ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES TOTALES. 163 
Remarque. — L'intégration d’une équation aux dérivées 


partielles 
(1) AP) =0 


est évidemment simplifiée quand on sait qu'elle a une solution 
commune avec une autre équation 


(2) B(f)=0; 
or une équation, telle que (2), sera connue toutes les fois qu’en 


changeant Zen x, +eB,, x en x: + eB., ...,e désignant 
un infiniment petit, la fonction 


of of 
Met D: —— PB, Nef ER k 
Fa ( Log tt de) f (P) 
dans laquelle se change f, satisfera encore à (1), parce que, 
alors, on aura 


ALf+eB(P] =0 


et, par conséquent, 


AB(f)=0; 


mais, A(f) étant nul, on aura BA(f) — o et, par conséquent, 
AB(/f)= BA(/), etles équations (1) et (2) auront une solu- 
tion commune. 

La subsutution x, + eB,, x, + eB,, ... est ce que l’on 
appelle une substitution infinttésimale ; il suffit, comme 
l’on voit, d'en connaître une pour simplifier l’intégration de 


l'équation A(f) — 0. 


XXII. — Transformation des équations aux dérivées partielles. 
Soient 0, &i, Los +++; Un Bi; GPITE GA des quantités liées 
entre elles par la relation 
(1) de = Bidu + Pradas+...+ Pardi, 


ui exprime que D CLS Proposons-nous de substituer aux 
q P q 022 P 
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variables à, 6, v d’autres variables u, æ,, &2, .. ph pai, 
telles que be équation (1 1) se PAR. en | 


(2}) du pi dei pa dre UNE 


ou de telle sorte que l’on ait 
(3) (do —Bida—...—$B,da,)= M(du — p\dr =>" prdx), 


M désignant un facteur quelconque. En effectuant le change- 
ment de variable, cette formule devient 


de de 00 \ 
54 -> ÂX; + S —dp; | 
ou SE OZ; Ces dd 0D; 2. 

da D da D da 


AE ". 


en 9 1e. + + % à 4:29 ave lola» lente Ste te vin ot nee se POSTERS 


NL (au —Yridri) 


| dp 01 ATOS le M 
Où. VO ar 154 
dp 9% An 

/ ILE ND 2 0, En 
(4) { ue 21 ES l Or; Pi 

90 ° 0% Oan 
- — 3, — Bn — =0. 
OPi C1 0Pi Fe OPi 


L’élimination de M entre ces équations donne 


1 dv d0 a O8 da a 104 Ë fe 
2 D = Aer ET = = 
; | 0; Pi ou Bi( 5. di ou ie OX; Fa du 2 
D { x 
| Op Op RATE dpi 4 


l'élimination des quantités 6 donne 


2(», AS eee IT) Ô(0, L, Los RSR 


OCTi, P15P2 +... Pn) 1 O(U, P1, Po, “ess HA) 


(6) 


si ces 2 équations sont satisfaites, il existera des quantités £ 
satisfaisant aux équations (5) ou (4), et les équations (1) 
et (2) pourront être transformées l’une dans l’autre. 


ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES TOTALES. 165 
Ceci posé, supposons, que 
(7) V=o 


Soit. le résultat de l'élimination de p4, P2, ..., Pa, 81, ..., On 
entre les équations qui lient les x, p, u aux 4, 6, +; en diffé- 
renliant cette équation, on a les formules suivantes : 


OV À CYRUS OV Ou 2% 
0; dp OT; à 04} 0T; “HN 
OV dœ ON OR 
00 Op; dm 0x Pi "3 
De ces équations, on tire 
RER OV ML Le En ï DPDE ENS UE | 
dv DAC Das cae Del OP Pis 3 Pn) 
et, en remplaçant x; par 4, 
OV On uen an) (va, :..; An) 
0 Pi, p2, ASDEMN OU, Pis rs Pn)° 


en divisant ces formules membre à membre, on a 


(5 « ) | CP en) LO(P, Li de, ce | 
Vox; ‘ du De 0 De OQU, Dis Pas :c.s Pr) < 


c'est-à-dire, en vertu de (6), 
oV OV 
PURE ON 
ou enfin 
NEO 
0; 


et de même 
APE 


CLR 


On peut donc énoncer le théorème suivant : 


Taéorëme. — Soit V une fonction quelconque de u, x, 
TP Qi, do, ..., On St l’On,pose : 


oV oV MOVE 
(8) me Ar PEN Cao 25 D'AUTRE 


l 
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ces formules permettront de calculer les quantilés u, Zi, 


Das je Lns Pis Pas ce. Pr EN JONCUON OPEN 
Des PER AMC RS LU OTL TE 
ou 
NL 
Pi 0; 
ON AUI'4 AUSSL 
ou 
LANDE 


On le vérifie aisément comme il suit : différenuons V = 0, 


nous aurons 


EN OV du SEA Ne de 
> AR dx; + — ia dr;+ D — du + — LR ER 
OX; OÙ 4md OT; sd Où; do 04; 


ou, en vertu de (8), 


OV ou OV dp 
ES RE. Pt See PrTe GE  — È 
D Cp: me) Es de > ( e je) Ex pAE 


rer : : ou “TE 
il résulte de 1à que, si pi dE. quel que soit ?, on aura 


Jo 


QE ET 
Qee FA quel que soit z. 


Cette théorie tomberait en défaut s1 les déterminants 


QI ARS FR ne 


a ——— ou 
(a) O(P13 +. Pn) 2(B1: -.., Pn) 


étaient nuls. Alors les formules de transformation ne contien- 
draient pas les p, elles ne contiendraient pas non plus les 6. 
De là deux sortes de formules pour le changement de 


variables : 
Les transformations ponctuelles, dans lesquelles on 
donne directement +, «;, ..., a, en foncuôn de #7 


He: Lin Seuls 

2° Les transformations de contact, pour lesquelles, les 
déterminants (a) n'étant pas nuls, les quantités v, «, 
Li We 47 SON TI18eS AN Di RES par des formules où 
entrent les p et les $. 


ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES TOTALES. 167 


XXIII. — Méthode d'intégration de M. Sophus Lie. 


Considérons le système d'équations aux dérivées partielles 
simultanées 


du - ou du 


I en D3 
(x) LA 5 dl fa On 


The 


dans lequel f,, f:, ..., fn désignent des fonctions des 
MAIS Ti Te, . 7, æn, ti, lo, ..., tm et des dérivées p;, 
P2, ---, Pn, de la fonction inconnue &, par rapport à x, 
D x». Posons 


(2) u—=v+0(x, HDi eicnals Ln; bi, lo, DES PR ATTE LATE A», 0 ER 


el SUPposons que, ?, Li, %e, ..-, %, désignant des constantes, 
uw soit une intégrale de la première équation (1) en y sup- 
posant £», {3, -.., {M Constants. Prenons l'équation (2) pour 
former une transformation de contact; en d’autres termes 
(voir le paragraphe précédent), posons, outre l'équation (2), 
les suivantes 


(3) pi= ns = 


les équations (1) deviendront, en substituant les variables pv, 


e Q : 
‘An Lo, ROME TT B:, 2) ...s PA d LL, Li; ss Lns Pi) ..) Pn: 
S £ ÿ ( 
(4) Rp, ue, 
ol ol, Ol Ol Fi 


D désignant des fonctions de a, &, .:., Gi, 


Bu, 1, 5, ..., tm. Mais la première de ces équations 
doit être satisfaite en supposant # indépendant de £, et se 


. : 00 ; e s 
réduire à H — 0 Pour que les équations (4) aient une solu- 
* 1 . 


ton commune, il faut alors que la variable £, ait disparu de 
ces équations. Si donc la variable £, entre encore explicite- 
ment dans les équations transformées, celles-ci n’ont pas de 
solution commune ; si la variable £, a disparu, on est ramené 
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à intégrer le nouveau système (4) qui contient une variable 


x : : dv à 
!, de moins et une équation TP dont on peut faire abstrac- 
1 


uon. Telle est en substance la méthode de M. Le. 


EXERCICES ET NOTES. 


1. Étant donné un système d'équations ordinaires (que l’on peut 
toujours supposer du premier ordre), reconnaître s’il a des solutions 
communes avec un autre système, et, dans le cas où il en est ainsi, 
en profiter pour simplifier l'intégration de ce système. 


2. Intégrer le système suivant qui admet une intégrale complète : 
dx (y'z"— 37") + dy (3'x"— x'3")+ dz (x'y"— 739 =; 
dx'(y"z2— 3 y)+ dy" (zx — x"z) + dz'(x" y ya) =0; 
dx"(yz"— 27) + dy'"(zx' — xz') + dz"(xy =) =0: 


(On peut observer qu’en ajoutant ces équations on obtient une 
combinaison intégrable.) 


3. Trouver la condition pour que l'équation 


ou ou ou 
PES Pa RACE ON LP 
1 0x: TA 0%) ‘à "3 n 0% 


= O, 
où P1, P:, ... sont des fonctions de æ1, æ2, ..., admette une inté- 
grale homogène, une intégrale complète homogène. 

4. Intégrer le système 


du =(3u +126) dr +(au+i2e)dy, 


de =(u+2ve)dr+(u+v)dy. 


(Proposé au Concours de Licence, à la Faculté de Paris, novembre 
1881.) 


5. Intégrer 
23 dx + x23 dy + (x?2y? — xyz3°) dz = 0. 
6. Intégrer 


dr(y?— 3 — 2xy +ors)+ dy(2?— x? —0yz Por) 
+ dz(x?—7y?—2%3%+2yz)=0. 


ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES TOTALES. 169 
7. Etant données deux équations entre +, y, 3 et deux constantes 


arbitraires &, b, 


o(7, y, 3, a, b)=o P(x, Y,z)= a, 


VU 2,4, b)=0 


HP eee, 


on peut supposer que æ, y, 3 soient les coordonnées d’un point; ces 
équations représentent alors un système de courbes: par chaque 
point de l’espace il passe une de ces courbes. On demande de trouver 
les conditions pour que ces courbes soient normales à une même 
surface, et de trouver cette surface quand elle existe. 


8. Existe-t-il des surfaces dans lesquelles le plan tangent soit 
constamment normal au rayon vecteur issu d’un point fixe? 
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Ce 


CHAPITRE IV. 


ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES D'ORDRE SUPÉRIEUR 
ET ÉQUATIONS SIMULTANÉES. 


I. — Préliminaires. 


S1, comme nous l’avons vu, la théorie des équations aux 
dérivées partielles à une inconnue est une des parles les 
mieux faites du Calcul intégral, la théorie des équations 
d'ordre supérieur est tout entière à édifier. On ne sait 
presque rien sur ces équations : le nombre de celles que l’on 
sait intégrer est fort restreint; encore n’en a-t-on, la plupart 
du temps, que des solutions imparfaites sous forme d’inté- 
grales définies qui souvent n'ont pas de sens précis. Peut- 
être même ne connaîtra-t-on jamais la forme des solutions 
de ces équations. 

Il est vrai que, comme nous allons le voir, Cauchy a mis 
hors de doute l’existence des solutions dans des circonstances 
déterminées : 1l a prouvé que les solutions, pour une valeur 
parüculière d’une des variables, se réduisaient, ainsi que leurs 
premières dérivées, à des fonctions arbitraires; mais on ne 
voit pas s’il doit entrer forcément des fonctions arbitraires 
dans les solutions, bien que ces solutions dépendent de 
fonctions arbitraires ; d’ailleurs, l’idée de fonctionnalité dans 
ces questions prend une acception vague qui rend leur étude 
très obscure; on nous pardonnera donc si nous nous dépar- 
ussons dans ce Chapitre de notre rigueur habituelle. 


II. — Théorème de Cauchy. 


Cauchy a démontré, pour la première fois, que tout système 
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d'équations aux dérivées partielles contenant autant d’inr- 
connues que d'équations admettait une solution. (Comptes 
rendus, 2° semestre 1842, p. 85; 1° semestre 1843, p. 469 
et 484.) 

Occupons-nous d’abord des équations dans lesquelles les 
dérivées des fonctions inconnues n’entrent que sous la forme 
linéaire, et considérons un pareil système résolu par rapport 
aux dérivées des fonctions inconnues prises par rapport à 
une même variable 4. Nous allons prouver que : 

\ 

Li La, +. ., &n, t désignant des variables indépendantes, 
U, #, ®, . . désignant des fonctions de ces variables, K, 
2 À, D;,B,,.... représentant des fonc- 
UOns de Li, Lo, ...,t, U,V,W,...,0n peut trouver pour u, 
0, w, ... des fonctions salisfaisant aux équations 


du : du du do 0p 
TS — K VE Weà A; GREES A = B, | 2 Fe ‘ 

ot OT 0X » 0 1 0T2 

I d ÿ ) % 
(te dp y À du ' ou LB dé B! dé | | 

| (s L'or: * 0» L 0x, * 09 
0 + pla lat à = © (à nie, = ea va la) ete ve ouais ea en 0 où 6 0 - 


et se réduisant pour 1 = { à des constantes données uw, 
0 0 
LT ST ARE 


Pour établir ce théorème, supposons d’abord que Îles 
fonctions w, ©, w,;... satisfaisant aux conditions énoncées 
existent et soient développables par la formule de Taylor; 


on aura 


/ du (t— 49}2 /d?u 
" red 0 il _—— 0 — - et fe Te 
BP UT + (i e)(S). me jee Ê 6 


l'indice o placé en haut ou en bas d’une lettre ou d’une paren- 
thèse indiquant que l’on doit y supposer & = 4. 
Les relations (2) étant supposées exactes, il en résulte que, 
ou 06 


DnEn.. é tan les dérivées — —;, -.. 
u0, #0, ... étant des constantes, les vÉes Dr 
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sont nulles pour 4 — 4° : alors les formules (1) donneront 
Ï 


ou < 90 71 d6w ” hr 7 
(Se), ER NS pes (),=K. .. 


Ks, KR; :.« désignant les valeurs de KR Spot 


(5) 


Différentions les équations (1) : nous aurons 


Fu oK 0oK ou OK 06 


Di Of ou ot de ot 


?u qu ou /O0Ay OA: du 
+ À, - Ao RE + — À: 
0x; 0t 0T20t 0Æ1 \ OÙ ou ot 
si alors on suppose { = 4°, 1l vient 
{ /d?u\ oK OK ; 
(ee) AS 
A ) 0€? 7/0 o€ /o ou 0 
Ë | Éd R e 
| + 1 D SR Dr 0 ss 
d?u ss ‘ 4 
Pour avoir les dérivées { = } : -.., on différentiera les équa- 
0x ot 0 


ons (1) par rapport à Z1, Z», ... et l’on aura 


qu 0K OK du | | rt AR du 
0x 0t "E ÔT; ; du OT; TAN DT AUS 0T1 0La 
Ou. .{0A1 OA1 Ou. 4 
0 ( Er OU OUT 0 ) 4 


el, par suile, 
d?u / OK du 0K 
ÉCnne Ce ae 
la formule (4) devient alors 
 u « « 
6) -(9.-(5n(58 
au () CSI 


31 
Calculons (ee à il faudra encore différentier de nouveau les 


équations 1) par rapport à £ et par rapport à Zy, To, 


\ 
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Zn, puis on fera {— (0. On calculera ainsi successivement 
toutes les dérivées 


es ie \ ta u 220 \ 
Pots ue VÉRENETTS DE ee AS 


\ N 


ces dérivées seront des sommes de termes de la forme 


( 0% d% ot dB oY L\ 
s Or dre JET juB dY +) ? 
Mas .., t, D, y, . .. désignant des nombres entiers et G 
et L deux des quantités 


LE NE NE TS : 2 
LE DSC OCRERREUE SRE : 1 
A PA EU Ab a p’ 


Il est facile de calculer une limite supérieure des modules de 
toutes ces dérivées. En effet, on sait que l’on a (p. à, t. IV) 


d% 93 OT L( 
CR NT, Doi OU, OP, ne, d 
02% du JET ME LW Ur 
j 
! A 1,,1! = 3 
nya! — - 
Rs «4 LR DS DFA A CAL EPS LT” 
2 0), T'désignant des quantités posilives 
MR QUE ZI, Ga, .; UV, ..., L'recevant des accroisse- 


ments de modules moindres que ces quantités, L conserve un 
module tout au plus égal à A. 

On pourra donc calculer une limite supérieure des mo- 
dules des divers termes des séries (2), ce qui va nous per- 
mettre de prouver qu’elles sont convergentes. 

Considérons d’abord le cas où l’on aurait 


= Di Ni2eN = K; =... 


= bp on M Ni mie 


T1TL9 ... UV TEA 
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les équations (1) se réduisent à 


NI PHOTO es d6 " d6 ) 
Le Len 17 Ori Or: DONNER 
à SP SrTRe de 1 Da < VV TPS 


Il est facile de trouver une intégrale de ces équations, 1l suffit 
pour cela de prendre d’abord 


0 = uU— Ut —=;0 ONE 
et de déterminer 4 au moyen de l'équation linéaire aux déri- 
vées partielles 


0 6)(p0+ A) ie an. PERS 
Mises (UMR NICE D) TA | ri Hs EE € 


où y désigne le nombre des fonctions w, #, .... Pour intégrer 
cette équation, on commencera par intégrer les équations 
ordinaires 
dr dt À dt 
U. 2 Li Dore. (UPENOINEPARE 


L'une des intéerales est 
O 


() 
(5) log EE f (ri up)(eg— pt)...(u+ 0)... dû; 
j e/ 0 . 
k ; RE. | + Ë 2 ; 

c’est aussi une intégrale de l’équation aux dérivées parüelles, 
intégrale qui s’évanouit pour £ == {°. Si nous désignons par 
(4) le second membre de cette équation (5), nous pourrons 
la mettre sous la forme 


(6) Lx tyef (0) ou LE 40 ( ef (0) *e 1); 


de cette équation on déduira des valeurs de w, #, :.. satis- 
faisant à (1 bis) et se réduisant à uw, 0°, ...; pour é #1 0r, 
en vertu de la formule (6), 4 est développable en série ordon- 
née suivant les puissances croissantes de £ — 4°; Lant que cette 
variable £ — 4° restera comprise à l’intérieur d’un cercle dé- 
crit de l’origine comme centre ne contenant pas de racine 
multiple de l’équation (6), cette équation ne peut avoir de 


14 pr PS Lei 
je g) 
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racine multiple que si f/(0) — 0, c'est-à-dire que si 0 est égal 

201 GPO a “15 

à l’une des quantités LEE TP EEE Or, si l’on sup- 
\ 


pose £ très voisin de 4°, / (0) sera très voisin de zéro; si donc 
Cr 0 
aucune des quantités Fa st» — 9, — 60, .., n’est nulle 
n 
pour = t}, Ü, pour des valeurs de # voisines de 4, sera 
développable suivant les puissances entières de £ — 1°, et cela 
à l'intérieur d’un cercle dont on pourrait, si l’on voulait, cal- 
culer le rayon. 


Il en résulte que les solutions w,, ,, ... des équations 


Mir dis), qui se réduisent pour 4 = 4° à u°, p0, ..., pourront se 


développer en séries ordonnées suivant les puissances ascen- 
dantes de & — 40. Ces développements pourront s'effectuer 
par la formule de Taylor, comme on l’a fait pour les solutions 
du système (1) supposées développables; mais chaque terme 
du développement de w,, ou des,, ..., aura pour coefficient 
le module maximum du terme correspondant dans le déve- 
loppement de w, 6, ..., supposé possible. Donc les séries (2) 
sont convergentes entre les limites des variables pour les- 
quelles À, B, ... ne prennent pas le module maximum A. 
Reste à prouver que les formules (2) résolvent bien les équa- 
tons (1); c’est ce que l’on établira comme il suit : 
Différentions (2), nous aurons 


= Lt DIE \ 6 CAR TUNREES 


+ 


du 
or (5) n’est autre chose que le second membre de la pre- 
0 


du) : 
È n est autre 
0€%:/0 


chose que sa dérivée relative à € dans laquelle on à fait 


mière formule (1) où l’on a fait € — 1; ( 


t— 1, ...; donc les seconds membres des formules précé- 
dentes sont les développements en série des seconds membres 
de (1): ces équations sont donc satisfaites. 
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III. — Complément et discussion des théories précédentes. 


IL est prouvé que, pour des valeurs de £ voisines de 4°, les 
équations (1) admettent une solution w, #, ..., les fonctions 
u,v, ... se réduisant à des constantes w?, p0, . pourvu 
que 4, æ9,æ5,...., U0,... ne SOIN PAS CUS NN el 
facile de voir que ces conclusions subsistent encore si & — 0, 


20, 2 —0,.:., UV— 0, ...; 1SU/GE PORN 
subir aux formules (1) un changement de variables consistant 
à augmenter 4, P, + +. ; Lis Les se en Ur UC NTOR 
stantes. 


Maintenant nous allons prouver que l’on peul Loujours 


intégrer les équations (1), de telle sorte que, pour {= 4, uw, 
e, ... se réduisent à des fonctions données de æ,, æ>, :. 
Lns AAVOIT D, VER 


Posons 
u = 9 HI0 m0, p=4+V— 90, Re 

pour £— #0, u, pv, ... devant se réduré Ne 
V,... se réduiront dans la même hypothèse aux constantes 
u%, 00, ...; quant aux équations (1) elles deviendront 

OU ; OÙ 

 — Re A ii AB 
(A) 4 ot Op lors te 


Et, pour résoudre la question, il faudra intégrer le système (A) 
de telle sorte que, pour 1 — 4°, U, V, ... se réduisent à w?, 
0, ..., ce qui est possible. 

Le théorème démontré précédemment tombera en défaut 
quand À sera imfini ou indéterminé, c’est-à-dire quand l’une 
des quantités À, B, ... cessera d’être finie ou déterminée: 


Ne NOTES NE ©, 


LI LÉ ferai 


be ’ 
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mais les fonctions w, , ... n’en exisleront pas moins pour 


toutes les valeurs des variables pour lesquelles cette circon- 
stance exceptionnelle ne se présentera pas. 


Les équations (1) ne possèdent qu'une seule intégrale 
développable en série ordonnée suivant les puissances de 
LL, telletque u, s, . .. se réduisent pour t = ( à des 
D OEMMOLIICES D, de. de ti, Go, ., Lu. 


Si, outre l'intégrale w, #, ... jouissant des propriétés 
énoncées, le système possédait une seconde intégrale jouis- 
sant des mêmes propriétés, on pourrait représenter celte 
nouvelle intégrale par u + e, 6 +%,...;les fonctionse, x, ... 
devraient alors s’annuler pour {= {°. Si alors, dans (1), on 
remplace u par u +e, 6 pare +,...,0n aura, en marquant 
par un A les accroissements que subissent alors les diverses 
fonctions qui entrent dans ces formules, 


KL AK +. A+ AA) 


ou Re ds du ds | 
ot de [ Fe à Dr T 


TR Ro.» ee 4/0 sen ee s'atels voûte ee care 2: 6.6 © 5.0 5 vie + © + « 


Si l’on fait alors usage des formules (1), puis si Pon développe 


NAS AA®, suivant les puissances de e, de x. ...,on aura 
de ou ds 
MAR AA; Ex \: - A \, ) SA 
ot T} 0x; 
B dr. 4 2TOU : TUE 
ke) AR an ea aa) 
0 l 0x" 


Or, si l’on suppose e et n développés par la formule de Taylor 


eo 


(t— 19) (=) CE EN) és) R 
0 


a! UE Ua Riel dire 
puisque € et n sont nuls pour 4 — 4, on voit que tous les 
termes du second membre de la première formule (B) seront 
infiniment petits de l’ordre & au moins, tandis que le premicr 
membre sera de l’ordre &« — 1 : ce résultat absurde montre que 
e,n,... sont identiquement nuls. DaiQ AUD. 

L. — Traité d'Analyse, NL. 12 
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Remarque. -- Il peut arriver que des équations aux dérivées 
paruelles linéaires, bien que distinctes au point de vue algé- 
brique, ne puissent pas, comme nous l'avons supposé, être 
résolues par rapport aux dérivées des fonctions inconnues 
prises par rapport à une même variable; nos conclusions 
tomberont alors en défaut : ainsi le système 


ou de (TA ES dp 


1 #0 — 


Men 8 
0æ  0æ À Va  0Y9 


ne peut avoir pour solutions que u + 6 = const. Plus géné- 
ralement, les équations 


) )f 0a: 
EVE Dr OA 20 
041 dT: 02 VX: 
of da 0 0€: 
LU 1 —+- Lu 2 —— — 0, 
d@ij 0La 0G> 02 


que nous avons rencontrées en essayant de généraliser une 
solution complète d’une équation du premier ordre, ne dépen- 
dent que d’une seule fonction arbitraire quand on y considère 
di, @», ... comme les inconnues. Mais il pourra aussi arriver 
qu’un simple changement de variable fasse rentrer le cas par- 
ticulier que l’on considère dans le cas général. 


IV. — Équations aux dérivées partielles qui ne contiennent pas 
les fonctions inconnues. 


Lorsqu'un système d'équations aux dérivées partielles 
du premier ordre ne contient pas les fonctions inconnues 
elles-mêmes, on peut toujours ramener son intégration à 
celle d’un système d'équations linéaires; l'intégrale géné- 
rale, d’ailleurs, se compose de fonctions qui, pour une 
valeur particulière de l’une des variables, se réduisent à 
des fonctions données des autres variables. 


En effet, résolvons le système à intégrer par rapport aux 
dérivées des fonctions-inconnues prises par rapport à une 
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même variable : il pourra se présenter sous la forme 


W) (617700 CCE æ _, 
Ge CR! 1 


u,w, @, ... désignant les fonctions inconnues, æ,,æ»,.... 


M Des variables et ©, y, d, ... des fonctions de x, 
DCE dE Di, Dr, ..., Qu: Qa) lila see) EN 
‘posant pour abréger 
ou de 0 
eV emnée OV Pr 
Pi 0x; 1° : : 0x; 

Intégrer le système (1), cela revient à trouver des fonctions 

M. Di, di, - .. telles que l’on ait 


{ du = pdt; +...+ padæn+ vdi, 


(2) | de = gidti+...+ qndXn + y di, 


pour.cela; il suffit de calculer p,, p2, ..., q1, ga, ... de telle 
sorte que les seconds membres (2) soient des différentielles 
exactes; les valeurs de w, », ... seront alors fournies par 
des quadratures. 

Pour qu'il en soit ainsi (p. 202, L. HIT), on à vu qu'il suf- 
fisait que l’on eût : 

Mueliquesoient Ti, To, . .., l, 


Me(H)= DM N EE 


27 Le 
ot dEr OT; dm OP} OT; 0qk 07; < 
k À 
(3) dqi _) dy dy dpr dY 0Qk 
dl — RS Pod | EVA NENSS —— D: » +. 
| ot OT; 0%; px 0%; 0q9r 0%i 
k k 
29 Que P1, Pa, -.., pa fussent les dérivées d’une même 
fonction de x, Z>, ..., æ, pour une valeur de £° particulière 
de &; que q, q2, -.., qgn fussent les dérivées d’une même 


fonction de x,, Zo, ..., x, pour la même valeur {° de t, etc. 
C’est ce à quoi l’on parviendra si, considérant les équa- 
tions (3) comme linéaires aux dérivées partielles par rapport 
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à Pis Pos +++» as Qos -.., On les intègre deMteeRpnenquE, 
pour { — (°, on ait 


0 où 
Pi ro 0; k P2 “e 0Lo à d 
DO) du) 
(# Jo —= . 
71 07: 12 OT 9 ? 
D 0" LS, 620" 0.) an D 8 PROD ATI PEN NI RTE a . AN. 
w,w,... désignant des fonctions données de æ;, æ»,...,x, 
auxquelles se réduiront w, p, (1, .-., pOur =", 
V. — Équations quelconques aux dérivées partielles 


du premier ordre. 


Considérons enfin un système quelconque d'équations aux 
dérivées partielles du premier ordre 


(1) V0, LEO bo, 


que nous supposerons, pour fixer les idées, au nombre de trois, 
©, 4, Ÿ désignant des fonctions données des fonctions incon- 


nues w, #, w de leurs variables x,, x», . .., æ, et des'déri- 
; DL OS 0% : ; 
VÉeS ——; ——, —, .... Admettons un instant que ces équa- 
DAMOT OT 


ions possèdent une intégrale et que cette intégrale soit 
représentée par les équations 


(2) PE (xs 0 He 


F, G, H désignant des fonctions de u,+,w, x,, . . æLet a, 
b, c trois constantes arbitraires; si des équations (2) et de 
leurs dérivées 


1 _9F TOROUT 0oF de OF de 


OL; Qu dm; Ÿ de de 0 D 
; 0G 0G du 0G de 0G dw 
(9 jar; Ou dm 00 dr  Ow de 
0H OH ou 0H 06 OH 0w tr3 


dc quo 00 04 
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on Ure &w, e, w et leurs dérivées pour les porter dans (1), ces 
formules (1) deviendront des identités, c’est-à-dire seront 
D aies quels que soient x, Lo, .... Tn, a, b, c. Ceci 


revient à dire que, si des formules (3) on tire Les valeurs des 
du de dw Fe 
07; 0x; OZ; P 


seront identiques quand on remplacera w, 6, par leurs 


les porter dans (1), les équations résultantes 


valeurs tirées de (2); mais elles sont identiques sans qu’il 
soit besoin de faire cette dernière substitution, car on peut 
toujours choisir a, b, c de manière à faire acquérir à w, ?, w 
des valeurs arbitraires, et, comme elles ont lieu quels que 
soient @, b, c, elles ont aussi lieu quels que soient w, ?, 6. 
* Ainsi les fonctions F, G, H, si elles existent, satisferont 
aux équauons différentielles obtenues en remplaçant dans (1) 


du  d0 0dw 


=, , —__ par leurs valeurs tirées de (3). à savoir 
dx; 0x; 0T; P ( ) 


ou -h D IQ JOUA à 8 PE A RES EAU à D 
OT: En (Li, V, W) tu, F, w) 
de DR PRE ONE. Hi) 
(4) OX; RIVE ÿ 2. , à "] ) » J 
Ti O(U, li, w) U(uU, V, æ) 
0æ _ o(F,G, H) ,0(F, G, H) 
FN Fa Au, Dir) ro0tUu, F; æ) j 


Ces équations, que j'appellerai 
(5) DO) ==0) V0, 


sont aux dérivées partielles du premier ordre et ne contien- 
nent pas les fonctions inconnues F, G, I, et les nouvelles 
HDIeS Sont, 0, W, Zi, Lo, +: Lne 

Les équations (à) admettent, comme on l’a vu au para- 
sraphe précédent, une intégrale générale et, par suite, une 
infinité de solutions particulières : je dis que, si F, G, H con- 
sütuent une solution de (5), les équations(2)constiltueront un 


système déterminant des valeurs de w, #, , satisfaisant aux 

J ; : du dep  odw 
: ? | ITS ARE 
équations (1). En effet, si de (2) 0 Her 


qui revient au même, si on les Lire de (4), les formules (5), 


ou, ce 
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qui sont identiques, se transforment dans les équations (1), 
qui alors sont identiquement satisfaites. 

Les équations (1) ont donc aussi une intégrale générale; 
car, si l’on fait x, — x\, on peut faire en sorte que F;,G; H 
deviennent des fonctions données de æ», Æ3, :.., Æy, U, 0, 4, 
et, par suite, on peut faire en sorte que, pour x = x}, les 
équations (2) fournissent pour w, #, des valeurs données 
(ONCUONS de Loir nd. COPA 


VI. — Équations aux dérivées partielles d'ordre supérieur. 


Les équations d'ordre supérieur au premier, aux dérivées 
partielles, se ramènent facilement à des équations du premier 
ordre et, par suite, sont intégrables. Pour ne pas compliquer 
les choses, nous considérerons une seule équation à une seule 
inconnue 


e (ue, au & ER 


ou du ou 
ESS PRE 9 CON ie CES Dar x O à 
LOT POS 0x? 


il est bien clair que l’on peut remplacer l'intégration de cette 
equation par celle des suivantes 


ou; 
QUU, Li, Va, » Uj, Ua, SES JE 
\ 1 
du ou 
Uy — ; Uo = ——) ? 
0 1 0T9 


qui sont du premier ordre. 

On voit, en outre, que la valeur la plus générale de w est 
telle que l’on peut choisir arbitrairement &, wi, Us, . .. pour 
%, = x°: En général : 


L'intégration d’un système d'équations aux dérivées 
partielles pourra s'effectuer de telle sorte que, t dési- 
gnantune des variables indépendantes, on pourra choisir 
arbitrairement, pour t— ts, les fonctions inconnues et 
leurs dérivées d'ordre immédiatement inférieur à celut 
avec lequel elles entrent dans les équations. 
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VII. — Méthode de Cauchy pour l'intégration des équations 
linéaires à coefficients constants. 


Soient w, #, 4, ... des fonctions inconnues des variables 
4 2,7,3.....et L, M, N, ... des fonctions linéaires homo- 
gènes et à coefficients constants de w, 6, et de leurs dérivées 
en nombre fini, relatives à {, æ, y, ...; soient enfin 


D La ENT Torah 


des fonctions données de x, y, ..., 1; nous allons montrer 
comment Cauchy a intégré les équations linéaires et à coeffi- 
cients constants (Exercices d'Analyse et de Physique ma- 
thématique, t. 1, p. 56) 


| du 06 ou d?u f 
FT O7 Ne RL IN À Pis es 
Noriar dx ot? } 
(1) ( ou di ou d2u 
M on 5e) 8-0, 


en nombre égal à celui des fonctions inconnues ", », 
Désignons par S un symbole opératoire défini par l'é- 
quation 


27 27 


| S@(£, LE dr) 
SE L° ue da dt d8 dr 
(2) | 1 ÈS elaix—6)+fBly—1..IV—1Q(E, PP or LEE : 


l’exponentielle ne contenant pas / et les limites des intégrales 
étant — et + co. 
Posons alors 


(3) SU; PRO: m'=SW, 


U, V,... désignant des fonctions de 6, ñ, 6, ..., 4; la formule 
de Fourier donnera (p. 406, t. IIT) 


DCE nn, #), RER CEA sen 29 Lo ...) 


L 
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les formules (1) pourront alors s'écrire 


JU OV ni _— JU À ee 
S s ‘ MER Mr ES, SAT en 19 à = CRUE : PILES RE ts See d —= , 
s[: Cu V, bre Uay—1, ans ) JE; ] ( 
JU OV = 2U 
] PET ñ LES D CE: | — 
s[m fu, v, ns Der. NT ) 3-20) o; 
et les formules (3) donneront les solutions des équations (1) 
si l'on détermine U, V, W, ... au moyen des équations 
linéaires ordinaires 
OÙ AN ! ” 9? i 
LEU, Ne dt dt * LR QE ? }—/G; ] ANR 
(4) QU oV EL ANIRS À 
| de ET LR NU He Lee 4 
MÇU, \ A PER Rs ) g(Ë, At 


dans lesquelles t'est seule variable indépendante. Supposons 
que l’on intègre, par exemple, par la méthode de Cauchy 


(p.296, L. V), les équations (4) de telle sorte que, pour { = 4», 
U, V,...se réduisent à des fonctions données w?, p°, ... de 
; 9) 1 
“LU | ROUE Re 
Sn €, ---3; que leurs dérivées FRET MON réduisent aussi à 
; 


des fonctions données (si c’est possible) pour {= t,, ..…., les 
valeurs de w, v,... données par les équations (3) jouiront de 
la double proprieté : 1° de satisfaire aux formules (1); 2° de se 
réduire, ainsi que leurs dérivées relatives à £, à des fonctions 
donnéesidé tee 


du ou d2u 2u 
Ville Application alert ER qe me 
pplication à l'équation AN ‘oe ne Op. 7) 


Proposons-nous d'intégrer l'équation 


ou 4e OVH TC 
Cora op? 02? /” 


que l’on rencontre dans la théorie de la chaleur. Il faudra 
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poser 


en te ire ME LAN 
eu / f Uelatr—08(y—1)--yt3-01V"1 dé da dn d8 did 
cree) Le 2x 27 216 
mm — OO 


LJ 2 NZ LA 
et intégrer | équation 


dU 


ie = — a?(a?U —- 32U +’2U); 


i 


d’où l’on tire 
DR Et) FE n 6) 


w? désignant pour abréger a? + 8247? et f(6, n, ©) dési- 


i 


. gnant une fonction arbitraire; on aura alors 


. + 0 
TR £ ait > = d'A de ds di d'y dt 
== " ev=lxa—$+... lee oi) FE, ue C) À 
TAC 27T 27 27H 


et seréduira à /(x, y, 3) pour { — Lo. On peut écrire cette 
solution sous la forme 


feet cost ae — EL) + 3(Y —n)+ y(z — DfCE. ” r) 


# da dE d8 dn dy dé 


"am 2T 2T 


et même sous la forme 


| le DO et-0coa( à - 2)cosG(y — n)cosy(z — €) 
e 


da de d$ dn dy di 
| X fCE m3 €) ES I TS. 


27H 27 27 


Or on a (p. 260, t. IT) 


+ Ur (Er) 
9 x79 #e Li 
Le el) cos a(E — x) da — — € “hi; 


24 yrs lo 


co 


en faisant usage de cette formule, (1) devient 


+ © + 20 + œ RE 
: ‘4 J 11 Eee En de, 
ve Re _… [é4rta(t—t)|? 


(1 


} 
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en posant pour abréger 7°? — (E— x} +(n—y)}+ (6 —:}?; 
on simplifie un peu cette valeur de & en posant 


E— 2) UT lo + T, n=2u Vi to y, CT VÉRETSE 


et l’on a 


ef. A 


_ f(x aie ti, MORE 


Sole | 


1X DS OU A du  .,/ 0 UN OSRSE" 
. — Intégration de =, = als + 5 CRE 


En appliquant la méthode de Cauchy, on a 


Fr 
— da dé 

== (€ je. Va EE 
DUTE 


et U est déterminé par l'équation 


d'U 


re — — a? (a? + B2 + 10e 


d’où l’on ture 
Al 
U=F(E, n, Ocosapt + + ns n,C)sinapét: 
(449) f 


En posant pour abréger 


la valeur de u se représente donc sous la forme 


| HU = FF tn, bycosa pr etate-a+.1151 MOCPETELESS 


ST 
: sinapt is = da dé d8 dn dy dt 
| + ff.  ÉCES NC) = a elaté—-x)+. il RE 
et se réduit à F(x, y, 3) pour t —0; sa dérivée relative à” 


se réduit dans les mêmes conditions à f(æ, y, =). 
Occupons-nous d’abord de la seconde intégrale et consi- 
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dérons.«, 8, y; x, y, z et &, n, € comme des coordonnées : 
posons 


E=x+rcosbsin0, n=)y—+rsintsinb, C—= 3+rcos0; 


r, 0, L seront les coordonnées polaires du point &, n, €. Pre- 
nons pour nouvel axe des 3 la droite qui joint les points 
Fe 
D seLE, n,0,et posons 
a — pcosŸ'sin(", B = p sind'sin 6, W—pcos0# 


o, 4, Ÿ’ seront les coordonnées polaires du point 4, 6, y. La 


seconde intégrale, qui figure dans la formule (1), prendra la 
forme 


I æ (2) T T 2T 2 
8 | [ f f [ fe f(æ + rcosbsin, ...) 
TT FUES x 


Pos er. nb 
x F4 sin ap 4 erpeosl 16272 sin (sin d2 dr dû dû’ dY' dy; 


l'intégration peut être effectuée par rapport à 0 et par rapport 
5 [ Ï Ï [ 
à d'; on a alors 


I co Ce) TH 2T 
: 15 Î fl [ f(æ + rcost sin, ...) 
27 Jo vo “o 


Tue. 
X sinaptsinpr — sin0 do dr dù dy 
a 


ou bien 


[ a D) T 2170 
a | 1h f Î f(x + rcost sin, Fe) 
0 0710 0 


X [cosp(at—r)—coso(at+r)] = sin do dr dû dy 


ou bien encore, en supposant l'intégrale suivante finie, 


I —+ © + 1 2T 
: f(æ + rcos$sin0, ...) 
en. 1 0 1 


+0 


x cosp(at—r) = sin0 do dr d dy, 
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c'est-à-dire, en vertu de la formule de Fourier, Ÿ 


TH 2 
{ 1 f(x + at cosŸsin0, y + at sinŸ sin0, 3 + at cos0)£ sin 0 d0 dy 
0 20 


VA 
[TT 


Dès lors, il est facile de voir que la formule (1) peut se mettre 
sous la forme 


ef 1 Fe + at cosŸ sin6, y + at sinŸ sin0, 3 + at cosô)s sind 40 a 


LL. 


. 21e IR F(x + at cost sin0,y + at sind sin0, 3 + at cosô)1 sin0d 
dtér | 
( ‘ 


Cette transformation de la valeur de w a été effectuée par 


Poisson (Vouveaux Mémoires de l’Académie des Sciences, 
HAT 


du “i d2u 2 du 
0x: y? Ur al 


X. — Application à l'équation 


Proposons-nous d'intégrer l'équation 


u d?u d?u 


1 ] 


l + \ Le 
0x? dy? 93? 


de telle sorte que la fonction w prenne des valeurs données 
sur les faces d’un parallélépipède donné. Soient x = Æ à, 
= +b,z:=— cles équations des faces de ce parallélépi- 
pède : nous poserons 


12e & 
u — RTIE ) o(E, n, s)elaé-2)+fln-nIV=1 dE da dn d8, 
e e/ \ © T 3 


les limites de l'intégrale étant infinies; nous aurons alors à 


déterminer o par l'équation 


do se 
PE — (a? + B2)p = 0; 
on aura donc 
9 = AVE + BeViTE. 


i 
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Déterminons À et B, de telle sorte que, pour 3 — + c, on ait 


= /1(é, n) ou f2(6, n); il faudra que 


A ec Var+f® UE Be—c Va+f: — Ji ( p 1 ), 
ne + Be 2 f(E, 1). 
donc 
A cu ew fi En e—w f; \ 
= ———, 


e2w = pr 20 


B 4 EM fer ere fi 


e2% SEE e-20 


 w—=cyar+f;; 


si l’on prend alors 


—+ © 


_ 


. : Lu : ea, 
res ( | ù (OX Or “0 fa) ec Ed ent EN 
AT 


e20 —_ e—20 


D 


— 


x COS[a(é—xv)+8B(r — y)]dE da dn dû, 


He réduira à /, (x, y) pour z— + c el à f(x, y) pour 
3=—= — c; si l’on prend les limites des intégrales relatives à & 
el à n égales à — a et à + a, à — betà + b, u sera nul pour 
toutes les valeurs de x et de y, telles que 


12 2 


x? > a?, V0? 


M con-équent, pour æ — +? a et y — +0, u sera nul. 
Appelons w. cette solution : il est clair que 
PR 


Ua + Up + Ue 


sera une solulion jouissant des propriétés demandées. 


Remarque. — On peut évidemment modifier la méthode 
d'intégration que nous venons de suivre et employer des 
séries, au lieu des intégrales multiples que nous avons intro- 
duites dans nos solutions. Ainsi, dans le problème que nous 
venons de traiter en dernier lieu, on aurait pu poser 


I 2 é ES 
de DE | Li O(E, 1, 2)ela-2)+ftn-n VTT dE dr ; 


« et® auraient alors été des entiers variant de — œ à + 
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et la fonction de aurait toujours éLé déterminée de la même 
façon. Les développements en série sont souvent employés 
en Physique mathématique. 


Vu du 
XI. L pe Sr Âg dq (e) 
L’équation 
du : ou 
(1) xt 2070 


est célèbre : elle se râmène à la forme lineaire à coefficients 
constants en posant 


g= eTht: 
on a alors 
(2) d2u ou 
2 = —); 
0x? dt ? 


nous l’intégrerons par séries el nous poserons 


DRE RE 


= 


Nous aurons alors 


dx? NN ot j 
ou D AE x) VI dE, 
ot 2T 


et l’on satisfera à l'équation (2) en posant 


do ; 
dt TR ax" o — O, 
c’est-à-dire 
p — Cet à 


on aura alors 


> | ] = RS 
U — ns [Be ea t+u é—x) y—1 dé, 
- 27H 
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C désignant une fonction arbitraire de & et de z. Si l’on rem- 
place £ par — ; log, on aura l'intégrale de (1) 


2? 
T's NS {Ga eaxË—x)V—1 dE 
e/ 


ou encore 
a? 


Le Ÿ [Cat cosa(z— x) de; 


L 1) LA [| 
BORA CO — — —, on trouve 


42% 


1 9 
u—=g"sinx — qg*sin3r +..., 


c'est-à-dire (p. 354, t. IV) 


XII. — Sur une sorte de paradoxe. 
Considérons l’équation très simple 
(1) ÉrRe 


on peut l’intégrer de deux manières par la méthode de 
Cauchy, et faire dépendre sa solution de l'intégration d’une 
équation ordinaire du premier ordre en {, ou du second ordre 
en æ. Dans le premier cas, la solution renfermera wne fonc- 
tion arbitraire de x; dans le second, elle renfermera deux 
fonctions arbitraires de 4 : 1l y a là une sorte de paradoxe qui 
se présentera évidemment dans un grand nombre d’autres cas 
et que l’on peut, sinon faire disparaitre, au moins expliquer 
en partie au moyen du raisonnement suivant dû à Poisson. 
Essayons de développer la fonction # qui sausfait à 
l'équation (1) en série, par la formule de Maclaurin. En 
ordonnant d’abord par rapport aux puissances de £ et en 
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prenant w arbitrairement et égal à ©(x) pour { = 0, on aura 
1= = 0 


ou CR. du AS 
JS =") ls (x), 


et, par suite, 


"(HIS 


Et INA { 
(2) =D (D) 200" (07) ae 


1, 1.2 
; big ou , $ 
au contraire, si l’on se donne « et Es respectivement égaux 
at ‘ NES 
à W(L)et y(t) pour x = 0,ona 


LE A met) 


AN ROUE à VHS 
DTA ONE h des 04 L 


el, par suite, 
LAS du 
(to U' = YO) CYR ESP 


Le 


On peut toujours choisir les fonctions +, 7, Ÿ de manière 
que les séries (2) et (3) soient convergentes et satisfassent 
à (1), et, bien que la condition de convergence restreigne la 
généralité des fonctions v, y, Ÿ et soit à la rigueur une raison 
suffisante pour faire concevoir l’équivalence d’une fonction 
arbitraire et de deux fonctions arbitraires, on peut montrer 
directement l’équivalence des formules (2) et (3) en posant 


AE A + B 
Y (LE AE B' 


La formule (3) devient alors 


9 


| x? a 
u—= AÀÂA+Az+B + B' = 
à Re) LA 


formule équivalente à (2) si l’on suppose 


B r°2 , a3 


152 22.9 


o(æ) = À + A'x + 
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Ce calcul, à notre avis, n’explique pas complètement le 
paradoxe, parce que rien ne prouve que (2) et (3) soient 
les intégrales les plus générales de (1) : rien ne prouve non 
plus que la méthode de Cauchy fournisse l'intégrale la plus 
générale de cette équation; d’ailleurs, les conditions de con- 
vergence imposées aux séries (2) et (3) ne permettent pas 
de considérer ©, y, 4 comme des fonctions tout à fait arbi- 
traires ; des conditions analogues sont imposées aux fonctions 
en apparence arbitraires qui entrent dans les intégrales de 
Cauchy. Quoi qu'il en soit, il plane un nuage sur la théorie 
qui nous occupe, et 1l est bon de le signaler, bien qu'il ne 
nous soit pas possible de le dissiper. 


XIII. — Intégration d'un système à plusieurs inconnues. 


Désignons par w, P, trois fonctions inconnues de x, 
Y, 3, t, et par À, B, À”, ... des symboles opératoires définis 
par des équations, telles que 


Au , u y ®U d?u 
AU= a -——+a Ton EL era 20 — +..., 
0x 0Y 3 dy 03 
B re , ®u * que b Au je 
Hd) — +a 1: ; 
| 0x? dy? PE ‘oyoz 
D EN NE PR : 
a, b, a!,...,@1,... désignant des constantes, en sorte que 


Au désignera une fonction linéaire des dérivées secondes 
de w, prises par rapport à +, y, 3, mais non par rapport à £. 
Les équations 


d?u ' 
SFR a Au + Be + B'w, 
26 E ‘ 

(1) | nr — B'u + A'e + Bw, 
92 w " 
ans = B'u +Be + A'w 


se rencontrent dans les questions les plus importantes de la 
L. — Traité d'Analyse, VI. 13 
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Physique mathématique : alors +, y, 3 désignent les coor- 
données d’un point de l’espace et £ le temps; quant à w, », 
w, ces quantités peuvent, suivant les cas, avoir des significa- 


tions diverses. 
Pour intégrer les équations (1), nous suivrons la méthode 


de Cauchy, et, posant en général 
Y Led 
V/(r, Jr &) {) 


\ PR re Dre et En pe 
=) LIST en 6 nee en ee 
D EN CE PAL 7 7e | 


2 


nous désignerons par &1, F1, #, des fonctions de CNET 


nous ferons 
u=K ui, e= (ei, w = Kw; 


alors nous aurons 


DEUR Q du; TERMES. Ç dv; æ Qdw, 
dd? KL) de? 02 2 10 dr 02" OLA 


u Ç s du Q “ 
NC — —— = Nuôu TRS 

0x? H 0x 0Y AT 

AU = Pa, B'? = (or, 


En désignant par P, P', P”, Q, Q', Q” les quantités 


—P=au+af$2+a"y+ 20 6y + 20b'ay + 2 b'ab, EU 


que l’on obtient en remplaçant dans Au, Bu, ..., les dérivées 
relatives à æ?, y?, 32, yz; .... par a? 02 SE 
l’on porte ces valeurs dans (1), ces équations deviendront 


d'u; à 


\ 7 1 .. 
S(-S + Pr + Q + Qi )= 0, 
dæ? p. : 
N TT 5 QE PP OPEN 
de? 
d?w 
S(- + + Q'u + Qe: + P'w)= 0 


dt? 


ÉQUATIONS D'ORDRE SUPÉRIEUR. 199 


et l’on y satisfera en déterminant ‘ae 1, , au moyen des 
équations 


du; À , 
7: Mie Pui + Q'oi + Q'w:, 
d?v, 
(2) Le TaleR Q'ui + P'o, + Qw:, 
d? 
TE = Qui + Qe + P'a 


Nous allons intégrer ces équations de telle sorte que, pour 
t— 0, u,, #, et w, se réduisent respectivement à o(Ë,n, €), 
du, dv, dw: 
PRE dr. 
réduisent alors à w’, y’, Ÿ’. Alors Su, Sv,, Sw, satisferont 
à (i 1)etse FN dans les mêmes circonstances à 


se 


4(E, HAL OUEN, 6) et “ leurs dérivées —— 


p'(æ, si 3), UP, Fr 3), At, EU à 


et cela en vertu de la formule de Fourier. 
Conformément à la règle donnée par Cauchy (t. V, p. 206), 


on posera 
CA estÜ,(s) rtf estÜ,(s) HE [E est4, CS) 
MRCUTE(:) COTE STAR DEN NET 
DAS Or Q 
He 0 ps  Q |}, 
Q' DAME re 


et 0,, 0, 0, seront déterminés par les équations 
6,(P == s°) TT 0, Q" + 03 Q" — À F(s), 
0,Q"+ 0(P — 52)+ 03Q = pF(s), 
DO +0 Q + 0CP — s2)= vE(s), 


en sorte que l’on aura 


de TPE à 7) 
(a oP Î 0Q" "90 
RU EG) ) V1... Wii —=..., 


À, ., y désignant trois fonctions linéaires arbitraires de s dont 
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nous allons disposer pour satisfaire aux conditions initiales, 
Pour 00m 


re ( DER . 0F me JF l 
RC PEAU 0Q'/ F(s)’ 
duys à r ( GTR OF JO F2 
ms CSP so sous 


JE à pu Le 
jp du quatrième € 00° 90 


second, ces deux derniers polynômes ne fourniront pas de 


F(s)est du sixième decré du 
O ? 


terme au résidu. Si l’on remplace alors k par ms+nelu, 


du; 
par ÿ; =7 par op, on trouve 
d 


de sorte que 
1. est(so 00 F 


TR F(s) oP 


JF . En 4 
ou, remplaçant 5 par /(s), qui sera du quatrième degré sans 


termes de degré impair, 


F est (so +100} 00) 


RER Leone 
ou 
] "est(so +") AS) 
U, = — _— © ds 
| 27 W—I F(s) 


el, par suite, 


LE 1" [ff ff [4260000 
| 


3 
(3) (so + pi) fs) 


> eV lAté—x)+Bn—y)+y—2)+st 
F(s) 3 


e et w se calculent de la même facon; on peut simplifier cette 
solution. Considérons, en effet, +, 5, comme des coordon- 
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nées rectangulaires ; soient alors r la distance du point 4, 6,7 
à l'origine, «&, b, c les cosinus directeurs du rayon r, et posons 


Tdi rico sin 0, 
6 = rb = rsint sin, 


v = re = rcosé. 


Soient @’, D’, c'et a”, D”, c' six cosinus directeurs de droites 
formant avec r Lrois directions rectangulaires : posons 


E=ai +an +a't 
n= bE + bn + 0" 
C= cé + cn + c'C 


posons enfin 


S = 6ry— 


et observons que les coefficients P, P', P”, Q, Q', Q" con- 
üennent &, 6, y au second degré sous forme homogène, en 
sorte que 


F(ory—1) et for W=r) 
peuvent se mettre sous les formes 
r5F( PV1) et r' flo — 1): 
la formule (3) deviendra 


= AS LÉ fr drsint at ay a dx at! r de 


—1 (8 —h+0t) Hurt Rte, 
re en AU 


U — 


x erv-1 


h désignant, pour abréger, la quantité, 
aæz+by+cz=xcostsiné + ysinŸ sin0 + 3 cos. 


Si l’on effectue les intégrations relatives à’ et €, en appelant 
D{(Ët) et D'(E!) les intégrales de o(£!, n/, €’) et w’(£', 7’, €), on 


4, 
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a cette valeur plus simple de w, 


I 
U= — -—— dr sin 0 d0 db dE’ r ds 
cs JS SJ 


ro V- 1 D + p! nn 
E(o =) f(sy—1), 


Sc er VAE —h+0t) 


ce qui peut encore s'écrire 


Ra " TR ms ff ff ar sin 0 d0 dy dé’ do erV=1{E _prcon PÉCGV— 1) 
2T C 


sF(oy—1) 


Var 2 dr sin 9 dû dy dé’ de er1& RL om) us 
(27 j* dt osF(oy—1) 


Cette fois la formule de Fourier permet de faire lintégra- 
Uon parrapport à r'et £"; mais, comme r ne varie que de oà , 
on prendra pour limites — x et  æ en divisant le résultat 
par 2, ce qui donne 


1h I d? —st)f(sy—:1) 
be NES [FF sine à dy d 


CS 


| En ff] sn0 a ay “ PR 


On trouverait des valeurs analogues pour # et w; les limutes 
pour et Ÿ sont o et x, o et 27. 


XIV. — Intégration d’un système d'équations linéaires 
et à coefficients variables. 


La méthode de Lagrange s'applique très bien au système 
suivant considéré par Jacobi, 


ou; ou ou 
AURe 1 - 1 
X: Fr X» mt + À» = Uni, 
0 0T OT à 
ou ou ou 
Fr æ 2 3 r 2 
er a Re ces + Xi SE TEALE 
0Zi ÔTo UE A 
CRE Un : 
ou du ou 
X: IN X nm : CE xX nt U 
œ Z49 L 
0%) 02 n 0% mL) 
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dans lequel X,, X:,..., U;, U:,... sont des fonctions quel- 
conques des variables æ,, æ,, ..., æ, et des fonctions incon- 

En effet, rempl LIRE 
nues U4, Us, -.., Um. En effet, remplacçons de par Pij : nous 


aurons 
| Xipur + XaPio +...+ XpPin = Uni, 


(1) LS OT EE RE ERA à 
| X1P mi EUR X2P m2 te Se Xp Pmn Um: 


or on a 
du; = Dir dan + P12 do +... + Pin dEns 


dun = Pmi Ti + Pme dts +... + Pmn dTn. 


S1 l’on tre Pi1, Pers ++, Pms de là pour les porter dans (1), 
ces formules deviennent 


Xi(du; — p12 dta —...— pindTn) 

D (XP ie sr XnPin TE U,) dx; = O, 
X1(du mm — Pme dre —... TT Pmn dTn) 

+ (X2 Po Ernst XnPmn + Um)dæ; 0; 


S1 nous égalons à zéro les coefficients des p;;, nous obtenons 
les relations 


(33 XiTi Xa0T;, Nil Aer, 3 AE An Et, 
et les équations (2) se réduisent à 
(4) Ui dr = Xi du;, St PAMPREAGUULLS 


en sorte que, si entre les x on établit les relations (3), les rela- 
tions (4) devront avoir lieu s1 les fonctions # satisfont aux 
équations proposées (1). Or les équations (3) et (4) peuvent 


s’écrire 

X1 X2 À U: U»h 
Soient 
(5) Xi — Q1; Aa — Po; En Am+n—1 = Dm+n—1) 


leurs intégrales, 4,, 4», ..., désignant des constantes et v:, 
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», -., des fonctions des w et des æ; m de ces équations 


6 


devront être des conséquences des autres; par suite, si l’on 
établit m relations arbitraires entre les fonctions ©, ces m 
relations permettront de calculer w,, w», ..., um et seront les 
intégrales du système proposé. 

Jacobi arrive au même résultat par des considérations diffé- 
rentes. 

Supposons que l’on ait intégré les équations (4), de telle 


. 0 ù 
sorte ‘que pour Zi—% On Ait Co ES 
>= US, ...; on pourra mettre leurs intégrales (5) sous les 
formes 
(6) | P,(29, 9,2, DO CU ORREESEES 

Po — 0, P3— 0, s..) Pyn+n-1 = 0, 
®D,, ®, désignant des fonctuions-de x, 72, PNR 
el dem}, Dr, LULU RES ILE AIS 

RER 27 DE 

7 OR MO ES ST co dt 
uY sr Dn(ts, » En ); 


et si entre (6) et (7.) on éliminezx,, RO 
on aura (p. 19 ) des équations qui fourniront pour w;, | 
Us +.) Um des fonctions de %,, Zo, ...,æh Se réduisant res. 
pectivement à mi(Zo, Ls,1-.:, Xn)s DL 
pour æ, = x", et qui, d’après ce que l’on vient de dire, seront 
des intégrales des équations proposées (1). 

Nous allons faire une application importante de la théorie 
qui précède. 


XV. — Nouvelle méthode pour l'intégration d'une seule équation. 


Les équations du paragraphe précédent se présentent dans 
une circonstance importante. Je suppose que l’on veuille 
intégrer l'équation du premier ordre 


ou | 
(1) 5m JL, Li, ds, ses Pn; Pis Pas ee) Dali 
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\ ° . ou 
une lonction de z, æ,, :..,r, et de p, — SE 
A 


too 
P? "a OT > 


déjà dit, à intégrer l'équation aux différentielles totales 


» +++. Intégrer cette équation revient, comme on l’a 


(2) du = pidxi+ padr: +... f dx, 


après l'avoir rendue intégrable par un choix convenable de 
1» Pas ++. Pr; Or le second membre de cette équation (2 
) q 
(p- 202, t. IT) sera une différentielle exacte si l’on à 


GB-(2) E-(2) — #-(6) 


dæ  \or 0x  \or, dx 0 n 
ES Ae pius pour x — ct, 
P1 dx; Ty do is ss + Pr dXn 


est une différenuelle exacte d5 ; or les équations (3) peuvent 
s’écrire 


D 0 op, of: dps 

BR 07. Op or LU op, Ôrs 
(4) SN 1... 

| op re of of 0pi Æ of OPn. 

\ OT 07, dpi LA ER Or Th 
ces équations déterminent p4, Pa, ..., Ps 


En les intégrant de manière que, pour x = x°, on ail 


CT Plan) 


I Ar s LE CURE | "7 se RS | 
? 07; P OT à 


les quantités p,, p>, ... seront les dérivées partielles de la 


. ; Op; Op; 
fonction cherchée w, et l’on aura EL = 3 donc les fonc- 
; 7 


tions p satisfont aussi au système déduit de (4) par ce chan- 
gement, à savoir 


Gé 0/. :.0/L0pr ee Of 0pa 
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lequel, d’après le paragraphe précédent, s’intéerera en posant 
JUET, d ap Parasrapne p : 


Le et 1 ND ANNEE 
PET OR TS NU TR df 
Op: LC; 02h 


En intégrant ces équations de telle sorte que pourx = x‘ on 
At LT; —=X;, pi=p} eten éliminant les x° et les p° entre les 
intégrales ainsi obtenues et les équations 


: Pin) : 0w 
PI= =>: ss Pr = 
0x \ 02) 


les p étant connus, on aura 


U'= + f (Pi dti +... + pr dan + fdt); 


on retrouve ainsi de la façon la plus simple la règle donnée 
par Cauchy. 


XVI. -- Equations de Laplace. 


La méthode de Laplace, exposée dans l’AHistoire de l’Aca- 
démie des Sciences, 1778, s'applique aux équations de la 


forme suivante, où p = de 0 Nos LLLNIORS 
CERN PSN TER NES 
() s+Pp+Qg+Zz—= M, 


P, Q,Z, M désignant des fonctions de + et y seuls. Si l'on 
suppose y constant, cette équation pourra s’écrire 


dg +Pdz+(Qq+2z—M)dx=o; 


elle pourra s'intégrer comme une équation aux différences 
totales si l’on a 


OP. | ER 
(2) oi Qi 
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et son intégrale sera une intégrale première de (1), si l’on 
considère la constante d'intégration comme fonction arbitraire 
de y. On obtiendrait de même une intégrale première conte- 
nant une fonction arbitraire de x si l’on avait 

20 


= — 7, PQ —o. 
(3) “ Z- PQ =o 


Nous désignerons par À et B respectivement les premiers 
membres de (2) et (3); ainsi nous aurons 


oP on 0Q 
4 Dre TT, 2(): Bee 7 PO: 
(4) ue Z + PQ, 2 + PQ 


Supposons maintenant ÀAZo, BZo : posons 
(5) u=q+Pz; 


on aura 


3 — e/Pdy fueivu dy. 


Portons cette valeur dans (1); nous aurons, tous calculs faits, 
en observant que, en vertu de (5), s + Pp n’est autre chose 


ou ALT x 
ET A e—JPdy fuesvar dy + Qu=M 
0x 


e/ 


ou 


0) 
+ e+JPdy (F + Qu — ) — fuel EUR APE 0: 


Différentions par rapport à y et supprimons le facteur e!?); 
nous aurons 


y y y y 


Ê À 1 ou 


I ( ‘ATOS du 0Q ) 
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Nous poserons 


L OA 
Pile 
1 À dy ? 
(6) 1e 00 : 1 DA 
pare ) ( P 10 
ere \+afl ol 
oM r "0 A 
NC ue ( je SCENE 
qu dy SES A7 07 7e 


équation à laquelle satisfait & devient alors 


du du ou 
a = + PR ESE OCT 
(7) Oxdy ‘0x ee LE ù 


elle est de même forme que (1). Si les conditions d’intégrabi- 
lité s’y appliquent, on pourra l'intégrer et, par suite, intégrer 
(1); posons alors 


oP 0 
AL = NT IR PS ORRRESE Qu Li+ PiQi: 
0x dy 


nous aurons 


3e oP 00 0? log À 
MRC dy 5 ; 0x 0y 
ou 
9? log A 
À 1 == MA B ee 
(8) sd 0207 
B, == À ; 


les formules (8) montrent que B, n’est pas nul, mais A, 
peut l'être; dans ce cas, l'équation (1) est intégrable. Si A, 
n'est pas nul, on opérera sur l'équation (7) comme sur (1), et 
ainsi de suite. 

L'inconvénient de la méthode de Laplace est de conduire 
à des calculs fort longs, sans donner la certitude que lon 
ne finira pas par trouver des conditions d’intégrabilité satis- 
faites. 


S1 l’on applique la méthode de Laplace à l'équation 


S LS AT 


mn 
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il est facile de voir qu'elle sera intégrable, si l’une des quan- 
Lités o, 1, ho, -.., définies par les équations suivantes, est 


nulle : 
22 log À 
ACER JO AS Re AR 
0x 0Y 
2 Oo X 12 Æ L 
D oh 7, loenhh 
0x 0y 0x 0Y 
XVII. — Équations linéaires plus générales. 


L'équation linéaire 


, 023 B 0? z c 23 D 
[l = = 2 D F$ ; À t == O, 
(r) 0x? 0x 0Y dy? 


dans laquelle À, B, C désignent des fonctions quelconques 


de x et y’, et dans laquelle D est une fonction linéaire de 3, de 
023 1 EE e è k 

p = = et de g = — à coefficients lonction de x et y, se 
x U)24 

ramène facilement au type de Laplace étudié au paragraphe 

précédent. 

En effet, si, à la place de x et y, on prend deux nouvelles 
variables & et n, en laissant indéterminées les relations qui 
lient x, y, Ë, n, on aura 


023 023 / dE \? Oz dé On  d2z/o0n\? 03 02€ oz d?r 
— , RL PS na US dE IE ue Ce a 
0x? dE? \ dx 0Ë On dx 0x  0n?\o0x dE 0x? On 0x? 
d? 3 d2z 0 0 023 /d£ on 0n 0Ë 923 On 0n 
+ AT FPT 4 ss DORE Le PA vu Ver 
Oxoy dE? 0x dy don \0x dy 0x 07 On? 0x 0y 
MHOz 0? € 3. 0?" 
7 dE 0x0y  Ün 0x 0y” 


0? 3 m(S) 02z On dE  d?3 
+ 2 : 


(ny Oz dE 0301 
dy? dE? \0y dE 01 dy dy ôn 


07) 7 dE 0y? on op 
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023 023. 0130050800 
0x2? 0x dy” dy?” 0x? dy 
et en déterminant £ et n au moyen des équations 


OË \? E OE AT 
A(S) ER SE +e(s) 50 
, 0x OV 


A AR See EL 5 “ =0 


l'équation (1) se More en une autre de même forme, 


En portant ces valeurs de — 


dans (1), 


2 2? 3 
0E2 ? On? 2 
du genre de celles qui ont été étudiées par Laplace. et r 


D 
Æ 


mais ne contenant plus , c’est-à-dire en une équation 


satisfont à la même pe 
OV OV OV OV \? 
(2) À Le B + C[— }) =0o 
0x dx 0y 0Y 

qui ordinairement se décompose en deux autres linéaires et 
du premier ordre; si ces équations sont distinctes, leurs solu- 
tions pourront être prises pour 6 etn, sinon les solutions d’une 
même équation linéaire, étant fonctions l’une de l’autre, ne 
pourront être prises comme variables : la méthode tombera 
en défaut, mais on pourra toujours faire disparaître deux 
dérivées secondes, en prenant pour £ une solution de (2)et 
pour une solution de 

A dn (: 01) pe On 0 5) 


0x 0x dx 0 js 0 0x dy, 


dË 0 
2B+C— — —0o, 

0x, 0h 
après avoir déterminé £. Mais cette dernière équation est 
satisfaite, quel que soit 6, quand B? = AC. En effet, en sup- 
posant À — a?, C — b?, elle se réduit alors à 


dË d£ dn Of, 
(a y + d )(e ea + d mn )=S 


en sorte que l’on pourra choisir n arbitrairement. 


XVIII. — Application. 


Considérons, par exemple, l'équation 


3 9? 
3 


AR AR Die 2 — 
fe dx? ? À 0x0y 0y? 
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dans laquelle nous supposerons À, B, C constants : si l’on fait 


E=ax+fy, n=xx+/$'y, 


‘a, P, a’, $’ désignant des constantes, l'équation transformée 


devient 
)2 z 
(AR + 2Bag + CB?) = 
! el RP ! cs : oz 
G) À ++ pate bep cp) PE 


+(Aa?+92B2'8 + C8?) 7 —0: 


celte équation se réduit à 
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dË 9 à 


qui a pour intégrale 
AE) F(n)= 3; 
f et F désignant des fonctions arbitraires. Si l’on pose 


(3) Aa?+2Bas + C$B?— 0, Ax?+92Baf8+Cf?2—o, 


- 


équations d’où l’on re les rapports 


À 


tégrale générale de (1) prend la forme 


(4) z= f(ar+8y)+F(azxr+8$'y). 


(8 4 ,* 
7 > en sorte que l'in- 
P 


s'n0tel Se p’ devant satisfaire à (3) sont racines d’une même 


équation du second degré 
Au?+92Bu+C=o, 


a a’ 


et l’on prendra pour 5 et g les racines de cette équation. 


Lorsque ces racines sont égales, c’est-à-dire quand 


B? — AC =, 


la formule (4) ne contient plus deux fonctions ‘arbitraires, 
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mais cette formule ne donne plus la solution de la question. 
L’équation (1) est de la forme 


rue D A 023 Fe RU. 
om °° 0x0 TOY y? À? 
et l'équation (2) transformée de la forme 
923 02 Z 023 æ 
(aa+b6)? Er 11 (AT PO URAERNE De. + (ax +bf"} Sri 0. 


Si l’on détermine alors & et $ au moyen de la relation 


ax + b8 =, 
il viendra 


d’où l’on ture 
21 J (E) RES 
fet F désignant deux fonctions arbitraires, et par suite 
5 = (ae + By) fier + By)+ Fax + By), 


où l’on peut remplacer % et 6 3 par b'et — a. 
Cette méthode est DE At équation 


que l’on rencontre dans les questions les plus importantes de 
la Physique mathématique; mais nous intégrerons cette équa- 


tion à l’aide d’un autre procédé, afin de varier les méthodes. 
L'équation 


exprime que 

OZ 03 

— dy + a? — dx = di 

0x 0Y 
est la différentielle exacte d’une certaine fonction 8 de x et y; 
d'un autre côté, on a 


ua, <'Hr 4 
Ds EE A: HER 4 DE 
dy V 
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de ces deux équations on tire 


dû Li a dz = (dy + a dx) ( an ad 4 / er. , 


dd — adz — (dy — adx) É — 4 : 


ce qui prouve que Ü-+ az est fonction de y + ax et que 
0 — az est fonction de y 


ax (T. 1, p.167); en appelant 


alors f et F des fonctions arbitraires, on a 


0+ az = f(y + ax), 
0(—az=F(y —ax); 
d’où l’on tire 


I 
ne LA Em) EYES azx)], 


formule équivalente à 


3—=p(y+ax)+#(y—ax), 


o etd désignant des fonctions arbitraires : telle est l'intégrale 
cherchée. 


REMARQUE. — On voit que, pour intégrer une équation 
linéaire homogène et à coefficients constants ne renfermant 
que des dérivées d’un même ordre, telle que 


Au Bu LOT Au 


: dx 0x? 0Y FE 0x dy? Le dy3 


—O, 


par exemple, il suffit de poser 

UV aY), 
l'équation à intégrer devient alors, en supprimant le facteur 
ARRET): 


A+Ba+Ca?+ Dai —o, 


ce qui fournit trois valeurs de x; on voit donc que, si l’on 
appelle &,, &, «, les racines de cette équation, l’expression 


U—= D(X + aYy)+ Va(T + 42Y) + Pa(X + a3Y) 
L. — Traité d'Analyse, NI. | 14 
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satisfera encore à l’equation proposée, w,, ®, ®3 désignant 
trois fonctions arbitraires que l’on pourra choisir de telle 


2 


PA 


ou 
SOrtéN QUE POUR = Vo; Le don prennent des valeurs 


données. 
XIX. — Équations de Monge et d'Ampère. 


Désignons par z une fonction inconnue de x et y, par p, 
03 02311027 078 


TER US 
q, r, 5, t les dérivées 0x” dy! ous 0r 0 Monge, en 1784 


(Histoire de l'Académie des Sciences), a essayé d'intégrer 
les équations de la forme 


Rr+2Ss+T£&— 0, 


R, S, T désignant des fonctions de x, y, 3, p;-qg;alyest 
parvenu dans quelques cas simples. Ampère (Journal de 
l'École Polytechnique, XVII et XVIII Cahier, 1820), 
modifiant l'analyse de Monge, a étudié les équations plus 


générales de la forme 
(TO Rr+2Ss+Té+M(rt—s)+N=o, 


R, S, T, M, N désignant toujours des fonctions de x, y, z, 
P, q. Bour a beaucoup éclairei les travaux d'Ampère et de 
Monge (t. XXII du Journal de l’Ecole Polytechnique). 
Voici une méthode fort simple que M. Bertrand a exposée 
dans ses Leçons à l'Ecole Polytechnique, et qui permet d’in- 
tégrer l'équation (1) dans le cas où elle possède ce que l'on 
appelle une intégrale intermédiaire; c’est d’ailleurs le seul 
cas dans lequel Monge, Ampère et Bour ont réussi à intégrer 
cette équation (1). 

Nous dirons que 


(2) J= &, 


f désignant une fonction de x, y, 3, p, q et a une constante 
arbitraire, est une intégrale intermédiaire de (1) si la 
valeur la plus générale de 3 tirée de (2) satisfait à (1). 
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Supposons qu’une intégrale intermédiaire, telle que (2), 
existe; on la trouvera comme il suit : imaginons que l'on ait 
intégré l'équation (1) d’une manière générale; en différen- 
tuant cette intégrale générale par rapport à x et y, on aura 
six équations (À) d’où l’on pourra ürer 3, p, q, r,s, ten fonc- 
tion de x, y, a. Si l’on porte ces valeurs dans (1), cette 
formule sera identiquement satisfaite, c’est-à-dire satisfaite 
quels que soient x, y, a et la forme de la fonction arbitraire 
d'intégration dont dépend 3, et que nous supposons contenir 
trois constantes arbitraires &,, @», a; distinctes de a. 

Des six équations (A) éliminons les quatre constantes : il 
restera deux équations d’où l’on pourra tirer 7, s en fonction 
de“; p, g, 3, x, y. Si l’on porte leurs valeurs dans (1), on 
obtiendra encore une identité en {, p, q, z, x, y; en effet, la 
formule ainsi obtenue sera identique en &, &;, @:, &s, &, V 
quand on y remplacera {, 3, p, q par leurs valeurs; donc 
elle est actuellement identique, puisque l’on peut choisir les 
a de manière à faire acquérir à £, 3, p, q des valeurs données 
arbitrairement. Or l'équation (2), différentiée par rapport à 
æ et y, fournit précisément deux des équations obtenues en 
éliminant les a entre les équations (A); si doncon ürerets 
de ces équations pour les porter dans (1), on aura une iden- 
tité. Posons 


ÉAECErE: 


Dr EU 07 oz 
DRE of. 
RTE 
en différentiant (2), on a 
(Ÿ) of of 
+ r+£Ls—o, 
, 0x 0p 0gq 
" CAE SRCER 
5) MODES OCR 


Tirant r et s de là pour les porter dans (1), on a un résultat 
de la forme 
P+Qit—=o; 
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celte formule étant identique, on doit avoir 
P= O, Q — O 


ou, en remplaçant P et Q par leurs valeurs, 


LOSC. 
(jen) Mer 


|. fof\? of of faf\? 
RCE TES 


Voilà deux équations auxquelles devra satisfaire la fonc- 


(4) 


uon f s’il existe une intégrale intermédiaire. 
Si M était nul, on pourrait aussi procéder en éliminant r 
et tous et t entre (1) et (3); 1l faudrait éliminer s et £, 


of 


si a était nul, et alors f ne contiendrait pas p. M. Bertrand, 


dans les exemples qu’il traite’ dans son Cours, élimine r et «. 
La question peut être considérée comme résolue, puisque, 
pour trouver l'intégrale intermédiaire, quand elle existe, 1l 
suffit d'intégrer deux équations (4) simultanées du premier 
ordre à une seule fonction inconnue. 
Les équations (4) peuvent se simplifier : en éliminant 


of 
>» On trouve 


of CR TEA ES ut 31 COLE 


et, en posant : 
G= S— RT + MN, 


le système (4) peut être remplacé par 
| of CRUE. A 00 
M(X)-T 3 + (S VOUS = 0, 


/ of |  —— C: of of 
MS )-+(S = 6) rl = 0, 
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où il ne faut pas oublier de remplacer (5) et (2) par 
0x dy 
of of of of 
Remarque. — Prenons les équations (5) avec le signe + 
devant le radical /G, soit f, une solution commune ; prenons- 
les avec le signe —, soit /; une solution commune, on aura 
alors 
DUR fi | APT ES RUE OR 
dfi\. =) di of1 
m (9) ECS GhS Re — 0, 
df3 fa AR UUÉT 
m(2) LCR CS Va 
0f2 ER ND E 0) à ea 
M (2%) +(s+V0) DR =. 
7 f2 9f 
Multiphions ces équations respectivement PAR er endoe 


2 


— —— et ajoutons, nous aurons 


a[() 2e { 9f2\ dfi. (4) 0f2 (22) A ]=o; 
0x | 0p 52) OPA MAPOY 00 EURO | ETS 
si donc M n’est pas nul, p et q ürés de f, = a, et de f, = a: 


feront de p dx + qdy une différentielle exacte dz, et 3 sera 
donné par l'équation aux différentielles totales 


ds = p dx + q dy. 
Appliquons ces considérations à l’équation 
(a) TI? 12$5p9 +ipi= 0. 


Supposons qu'il existe une intégrale intermédiaire 


- ET 
on aura 
CORRE Qi 
(E)+ op ‘og ” 
DU RNA 
ne O0 
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Entre ces équations et (a) éliminons r et £, nous aurons 


À he SAR 
op 1 0 


(2-7 (2) 


En vertu de la première équation, f'est fonction de 2, æ, y, 3; 
I I qd 


P 


= O, 


en vertu de la seconde, il est fonction de 3 — px, = —qy, 
de p et de g. On satisfera à ces conditions en prenant pour 
intégrale intermédiaire 


ou en posant 
p—g)(s)=0: 


A 


Il reste à intégrer cette équation : pour cela, on intègre les 
équations 


dx — L = ES 


ce qui donne les intégrales 


2 = Const, Yÿ+æf(z)= const.; 
on en conclut 


3 = F[y+x/f(s)] 
ou encore 


VERT JE) = JE) 


ou encore 
Pos) Erwv(ae T; 


? et Ÿ désignant des fonctions arbitraires; c’est l’équation 


générale des surfaces réglées ayant pour plan directeur le 
plan des xy. 


XX. — Intégration de l'équation des surfaces développables. 
L’équation 


(1) rte 
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est celle des surfaces développables; pour l’intégrer, nous en 
chercherons une intégrale intermédiaire; cette intégrale, si 
elle existe, satisfera aux équations 


0F  0F 

CAE dE PGO 
OF OP 
FN ras 


On satisfait à la fois à ces deux équations en prenant F fonc- 
tion de p et g seuls; ainsi 


Jp, q)= const. 
‘ou même 


(2) | J(P; 4)=0 


esL une intégrale intermédiaire de l'équation proposée : ilne 
reste plus qu’à intégrer une équation du premier ordre, ce que 
l’on sait faire. 


XXI. — Imperfections du Calcul intégral. Un moyen d'y remédier. 


Les considérations développées dans ce Chapitre contien- 
nent à peu près ce que l’on sait de plus général sur les équa- 
ions aux dérivées partielles d’ordre supérieur ou sur les 
équations simultanées : elles sont évidemment un aveu d’im- 
puissance. Îl y aurait un moyen de remédier à cette impuis- 
sance; ce moyen, bien imparfait, pourrait rendre et a même 
rendu déjà de grands services. Il consisterait à former un 
grand nombre d'équations différentielles en partant de leur 
intégrale générale choisie arbitrairement : cette intégrale 
pourrait contenir des fonclions arbitraires; en éliminant ces 
fonctions arbitraires entre l’équation en question et ses dé- 
rivées, on trouverait une équation différentielle, et l’on 
essayerait de démontrer après coup qu’elle a pour intégrale 
générale l’équation qui a servi de point de départ. 

On aurait de la sorte un catalogue d'équations que lon 
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saurait intégrer, et qui pourrait souvent suppléer à linsuffi- 
sance des véritables méthodes de recherche. 

Nous allons donner quelques exemples de formation 
d'équations différentielles. 


XXII. — Équation des surfaces gauches à plan directeur. 


Les surfaces gauches à plan directeur sont engendrées par 
une droite 


HSE: TRE EN 


parallèle à un plan fixe que nous prenons pour plan des æy; 
l'équation de la surface s’obtiendra en supposant deux rela- 
ons faisant connaître m el n en fonction de y; si doncon 
suppose » — (3), n — 4%(:), l'équation de la surface sera 
(1) æp(z)+yŸ(z)= 1. 

Soient 


03 03 d?3 2? 3 : 023 
SERRE = —— } a - S—= ———— 7» = —; 
PT ÿ$ 7 07” 0x2? dr dy dy?? 


cherchons léquation aux dérivées partielles des sur/fa- 
ces (1), c'est-à-dire une équation entre les dérivées de 3 qui 
ne contienne plus de traces des fonctions w, 4. À cet effet, 
différentions (1) par rapport à x et y : nous aurons 


[tp (z)+yV(z)]p +o(z)= 0, 
[tr ®#'(3)+ y V'(3)]g + Ÿ(3) = 0; 
d’où l’on tire 


(2) qg?(z)—pŸ(z) = o. 
Différentions encore par rapport à æ et y : nous aurons 


[g #3) pŸ'(z)]p +sp(z)—rV(z)=0;, 
[g »'(z)— p Ÿ'(z)]g +tw(z)—s$(z)=0; 


en éliminant g®'(:)— pd'(z),ona 


[sp(z)— 7 #Czs)]g —[éo(z)—s4(z)]p =0 


D 
dt 
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ei 


et, en faisant usage de (2) pour éliminer # et , 
Tgè=#25$pq 2 Ip? = 0; 


telle est l'équation des surfaces réglées dont le plan directeur 
est le plan des xy. On peut parvenir à cette équation d’une 
autre manière. S1 l’on différentie (1) en laissant z constant, 


on a 
o(z)dxr + 4(z)dy =0; 
mais alors on a 


0 0 — pdx + q dy. 

L’élimination de dx et de dy donne 
(4) ge(z)—p#(s)— 0; 
différentiant encore en laissant 3 constant, on a 

(sdxr + tdy)o(z) —(rdx+sdy)4(z)=0; 

en éliminant de là dx : dy et o(x) : Ÿ(z) au moyen de (3) 
et (4), on retrouve l'équation 
(5) | rg?— 2spq + ip* = 0. 


Il est facile de démontrer que l’intégrale générale de cette 
équation (5) est fournie par l'équation (1). On tire, en effet, 


de (1) 


l Y(23) 
GE == = — Tr, 
o(z) ‘4 p(z) 
d’où l’on conclut 
0x U(z) 
3? on. 
el, par suite, 
(6) 27 us 
dy? : 


qui serait sous une autre forme l'équation différentielle de la 
surface (1). Il est donc indiqué de faire un changement de 
variable, et, en effet, quand on prend x pour fonction, y et = 
pour variables indépendantes. l'équation (5) se transforme 
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dans (6) qui, intégrée deux fois, donne 
æ=7yw(z)+I(zs), 


w(z)etIl(z) désignant deux fonctions arbitraires. Cette for- 
mule représente évidemment la même surface que (1). 

Si l’on ne voulait pas prendre le plan des æy pour plan 
directeur, on mettrait les équations de la génératrice sous la 


forme 
axz+by+cz=h, 


MTL ENY US 


«, b, c seraient alors des constantes données et m, n seraient 
fonctions de À; l'équation de la surface serait 


æo(ax—by+cz)+y4(ax + by+cz)="r. 


în différentiant cette équation et laissant ax + by + cz 
constant, on a 


(on) o dx +4 dy =0, 
(8) a dx + bdy + cdz = 0, 
(9) pdx + q dy — dz —0; 


l'élimination de dx, dy, dz donne 

ag —bo+c(p}—qy)=o. 
‘n différentiant encore et laissant ax + by + cz constant, 
on a 

Y(rdx + sdy)—ve(sdx+tdy;=0 
1° . ” | 3 t DC) 

ou, en éliminant & et 4 à l’aide de (3), 

r dx? + 2sdx dy + tdy? = 0; 


enfin, en éliminant dx, dy, dz à l’aide de (8) et (9), on a 


(cp + a}r?— 2s(a + cp)(b + cq)+ t(b + cg}? = 0. 
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XXIII. — Surfaces gauches à directrice rectiligne. 
Nous prendrons l’axe des 3 pour directrice : les équations 
de la génératrice seront 
mx +ny —=0;, 
ax +by+cz+h=o; 


la dernière peut être résolue par rapport à 3 et mise sous la 


forme 
z—=ax+$, 


en tenant compte de la première; x et Ê sont des fonctions 
m , . , , 
de - ou de en sorte que l'équation des surfaces réglées 


ayant l'axe des z pour directrice est 


() D 0) 


o et d désignant des fonctions arbitraires. Pour trouver 
l'équation aux dérivées partielles provenant de l'élimination 


dev et Ÿ, différentions cette équation en laissant 7. constant : 
nous aurons 
(2) p dx + q dy =4(Z)a y dx — xdy =; 


l'élimination de dx et de dy donne 


(3) pa+gy=2e(?); 


différentions encore dans les mêmes hypothèses : nous aurons 


(4) pdx+qdy +x(rdxr+sdy)+y(sdx—+—tdy)=0 (2) dx. 
PU Va à ( % 
En éliminant dx, dy, © (2) entre (2), (3), (4), on trouve 


My TL 2STY LYON 


220 CHAPITRE IV. 
c’est l'équation aux dérivées partielles des surfaces gauches 
à directrice rectiligne. Pour démontrer que son intégrale 


générale est donnée par la formule (1), 1l suffit de changer 


de variable, et de prendre pour nouvelles variables x et À; 


elle devient alors 
d? 3 


——— O0 
dx? d 


el, par suite, on en tre 


s=e(2)+e(2); 
RE \ 


mais un pareil changement de variable ne peut être indiqué 
que parce que l’on soupçonne la forme de l’intégrale générale 


de l’équation (5). 
XXIV. — Sur les fonctions homogènes. 


On sait qu'une fonction homogène w de degré m des 
variables +, y, 3 satisfait à l'équation 


(TARDE du YOU 
æ2 2 - + 3? 
| : ou as Au Au me 
+ DOVE ——— + DST —— + OITY = IN COM 
J dy 03 pi 023 0x J dx 0y O : 


quelle est l’intégrale générale de cette équation? 
Pour répondre à cette question, posons 


D 
7 
Le 

Î 
8 
| 
| 
mn] 
à 
& 


ox Ÿ dÿ 0 02 


Lin heee-1\u 2 Ch 0) ei SE Mes 
| ( 0x Ÿ 0y  0z 


c'est-à-dire 
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la fonction » est donc une fonction homogène de degré 
— (m—1) et la fonction w sera donnée par l'intégration 
de (2). Comme un nombre quelconque peut se mettre sous 
la forme m»2(m — 1), on voit que l’on pourra intégrer l’équa- 
on (1) quand le second membre sera remplacé par o ou par 
au, a désignant une eonstante quelconque. 


EXERCICES ET NOTES. 


Dans tous les exercices suivants, 3 sera une fonction de x et de y, 


< 0z 03 02z 02 z 0? z 
et l’on aura p — Fe qu dy? Mrs oc $. — 0x dy” TAN M 


sont des fonctions arbitraires. 
4 Dpge'2S 


a pour intégrale 


2. s = f(<)pq 
a pour intégrale 
ferais as = p(xz)+Y(y). 


(Hoppe, Archives de Grunert, 1878.) 


La 


Fe p=g+sy 


a pour intégrale 


4, MS ELU 

‘a pour intégrale 
3=9(r)+yo(x). 

D. sp —rq —0 

a pour intégrale 
s=o[r + fr 


ra2+92s2y +IY+pr+qÿy = ns 


(er 
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a pour intégrale 


“hs S(y?—x?)+(r—t)xy +py —qg2—=0 
a pour intégrale 


: : di 
Fab e(et+y2)+ (2) ° 


8. s(x?+y?)—(r+t)æxy—py—qx—=0o 
a pour intégrale 

z = o(x2+y?) +4 (zm): 
9; gr —92pqs + pt=—=0 


est l’équation des surfaces réglées à plan directeur (le plan des æy). 


10. ra?+25sxy +ty?2=0 


est l'équation des surfaces réglées dont la génératrice rencontre 
l'axe des 3. 


11. PT+IY =3+s2Yy 


a pour intégrale 
A 1 04102 
À 


49, Tr À OS PETER 
P 25pq + q°7 y 2H 0UE 


a pour intégrale 


mo(3)+ 4) 1 
13. rqæ+s(qy —pr)—tpy =0 
a pour intégrale 


YLre(s), ye(s)]= 0. 


14. Désignons par le symbole A(w) l'expression 


Née 920 _mæ+r 0% m+r d 
TT 9yoz v+zÔ0y æ+7y os 
mi m 
ron| + | 
(+ya+z) (y =} ff 
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€t…par A?(®), A%(œ), ... les expressions A[A(œ6)], A[A?2(w)],...; 
l'équation 


Œu : I OUR ARE ou ll du | 
FTP PLU gi Gr 2) or (ms) dy (x+y} d] 


a pour intégrale générale 
U — AM(o) re ACTE Amd), 


%, 4, Ÿ désignant des fonctions arbitraires de y et 2. 


(MouTARD.) 
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CHAPITRE V. 


DES ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES FINIES. 


I. — Définitions. 


On appelle équations aux différences finies celles qui ont 
lieu entre une ou plusieurs fonctions inconnues d’une même 
variable x et leurs différences finies. 

Une équation aux différences finies est d'ordre x, quand 
l’ordre de la plus haute différence qu'elle contient est préci- 
sément An. | 

On peut toujours supposer la différence Ax de la variable x 
égale à un : en elfet, si elle était égale à 2, en changeant x 
h 
ment Ax — h de x, serait égal à un. 

Une équation aux différences finies peut être envisagée à 


en =, l'accroissement Az de z, correspondant à l’accroisse- 
? 


deux points de vue différents : considérons, pour fixer les 


idées, l'équation 
AVS LYS 


on peut se proposer de trouver une fonction y = f(x) con- 
tinue, telle que l’on ait, quel que soit x, 


CEE +1) f(x) TI) ie 


ou bien, on peut simplement se proposer de trouver une 
fonction numérique, telle que pour des valeurs de x en pro- 
gression arithmétique, par exemple 
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LU 


on ait 
Pare) (æ). 
Nous nous placerons successivement à ces deux points de 


vue. Nous appellerons intégrales les solutions des équations 
aux différences finies. 


t 


II. — Sur l'existence des intégrales. 


Considérons un système quelconque d'équations aux diffé- 
rences entre les fonctions y, 3, u, P. On peut toujours 
ramener ce système à un nouveau système du premier ordre ; 
il suffit pour cela, si, par exemple, les équations sont du 
second ordre, de poser 


AY=ÿJs AG=%,  ..., Av=v'; 


les différences secondes A?y, A?z3,... seront alors remplacées 
vs P 
par des différences premières Ay', Az,.... 
Ceci posé, considérons un système de z équations aux dif- 
férences entre » fonctions inconnues y(1), y), ..., y et 
la variable x, du premier ordre; en les résolvant par rapport 
; P [l PI 
à Ay(1), Ay®), ..., elles pourront se mettre sous la forme 


| Ay(D = f(x, y, ya? RRr 
(1) 


MNT OR ele Ia NoME SANT je pente re ar Sue ce © 


Donnons-nous-arbitrairement y), y), ... pour x — xs, et 


soient ll, y, ... ces valeurs arbitraires : si l’on suppose 


Ax = 1 et si l’on désigne par y”, y®, ... les valeurs de 
DEP pour & — Lo hi Li,0..:,les équations (1) 


donneront 


et feront connaître y", y®”, ...; elles donneront aussi 


it 1) 2 
pi PUCer JU B .) 


et feront connaître y{'), y), ..., c’est-à-dire toute la série 
D bar, » , 
L. — Traité d'Analyse, VI. 15 
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des valeurs des inconnues correspondant aux valeurs xy,, 
04 STORE Cr: 


Donc : 

1° Si l’on désire seulement des valeurs de y), y@), 
correspondant à des valeurs de æ en progression arithmé- 
tique, les équations (1) admettront, en général, une solution 
renfermant les arbitraires y\\”, 75, ... 

2° Si l’on désire des fonctions y"), y®2),...de x satisfaisant 
à (1), quel que soit æ, on pourra se donner arbitrairement y{1), 
y®,... pour les valeurs de + comprises entre +, et æo +1; 
les autres valeurs s’en déduiront. 

Quand on aura résolu les équations (1) en se plaçant au 
premier point de vue, il sera facile de les résoudre en se pla- 
cant au second : en effet, on pourra désigner par y{", y®, non 
plus les valeurs de y{1), y), ..., pour x = xs, mais“bien 
des fonctions arbitraires entre les limites x, et æ9 + 1; y), 
par exemple, sera alors de la forme 


F £æ, fr) me (ee 


x' étant égal à x — 1 si æ est compris entre x, + 1 et 6 E 2, 
à æ—2 si x est compris entre To + 2 Et To + 8, - ceci 
revient à dire que y‘{!/ est de la forme 


F Emi) PEACE 0 


Mi, ©», ... désignant des fonctions périodiques arbitraires 
ayant pour période commune l'unité. 

Ainsi, en se plaçant au second point de vue, on obtient les 
mêmes résultats qu’en se plaçant au premier; seulement les 
constantes arbitraires de l’intégrale sont remplacées par des 
fonctions périodiques arbitraires. 

Nous raisonnerons dorénavant en nous plaçant au premier 
point de vue. 


III. — Intégrales directes et indirectes. 


Quand on cherche à intégrer un système d'équations aux 
différences finies, par la méthode indiquée au paragraphe 
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précédent, il se présente le plus souvent une singularité sur 
laquelle nous allons maintenant nous arrêter. Nous avons 
supposé tacitement que les quantités Ay(1), Ay®), ... étaient 
bien déterminées, ce qui n’aura lieu, en général, que si Ay(, 
Ay(?), ... entrent au premier degré dans les équations pro- 
posées. Il importe d'examiner le cas où Ayt1), Ayt®), ... 
seraient fournies par des équations quelconques. Pour ne pas 
compliquer les choses, nous nous bornerons à considérer 
l'équation 


d’où l’on tre 


en appliquant la méthode exposée tout à l'heure, on a, en 
choisissant arbitrairement 70, 


Poe EU rh 1 Jo Va: 


et y, a deux valeurs; on a ensuite 


= +Vs = VNEVrEVr 


el y: a quatre valeurs; y, en aurait huit, et ainsi de suite. La 
foncuon y; est donc mal déterminée. Cette remarque était 
nécessaire pour faire comprendre les résultats auxquels nous 
allons arriver et faire prévoir toutes les difficultés que l’on 
doit rencontrer dans l’intégration des équations aux diffé- 
rences finies. 

Supposons que l’on ait trouvé une solution de l’équation 


(1) f(AY, > 2 Et oO 

el que cette solution renferme une constante arbitraire « 
soit 

24 o(T, Y, a)=0 


cette solution ; on aura 
En o(T + At, y +Ay, a)=0, 


et, en éliminant a entre (2) et (3), on devra trouver l’équa- 
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tion (1), puisque Ay tiré de (2) ou de (2) et (3) doit avoir la 
même valeur que Ay tiré de (1); si donc, au lieu de supposer 
a constant, on le suppose fonction de x, mais tel que 


(x + Ar, y + Ay, a + Aa) —o(x + Ar, y HAY, a) 10; 
ou simplement tel que, quels que soient x et y, on ait 
o(T, Y, a+ Aa)—w(xr, y, a)=0, 


l’équation (2) sera encore une intégrale de (1). Or l'équation 
précédente, qui détermine a, est elle-même aux différences et 
comporte une grande indétermination. On ne pourra donc 
pas dire que (2) est l'intégrale générale de (1). On a impro- 
prement appelé intégrales indirectes celles que l’on obtient 
ainsi, et, en effet, si l’on partait d’une intégrale indirecte, on 
pourrait fort bien retomber sur l'intégrale directe en lui appli- 
quant le procédé dont nous venons de parler. 


IV. — Intégrales aux différences. 


L’équation aux différences la plus simple est de la forme 
(1) APE ET 
f(x) étant une fonction donnée de x, et il est naturel de 
représenter sa solution par la notation © /(æ)Ax ; d’ailleurs, 


on a, en faisant y = Yo pour Æ = XL, 


Yi= Yo + AVo = Yo +f(to) Aa, 
V2 = Ji —— AY: = Vo + /(æo)Ax + f(æ:1)Ax 


et, en général, 
Jx= Yo+ A [f(to) + f(r1) +... + /()], 


en sorte que 


Ja=Jo+ D J(x)ar. 


Le problème qui consiste à intégrer l'équation (1) ou à cal- 
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culer une fonction, connaissant sa différence, n’est donc autre 
que celui de la sommation des suites : nous avons donné dans 
le courant de cet Ouvrage plusieurs exemples de sommations 
de suites; nous n'avons rien de particulier à ajouter 1c1 sur 
ce suJe. 


V. — Intégration des équations linéaires. 


Considérons d’abord une équation linéaire et du premier 
ordre. Une pareille équalion est de la forme 


Ay + Py=Q; 
on l’intègre en posant 


ME Up, Ay = wAp + pAu + AuAv; 
elle devient alors 
u Av + pAu + AuAp + Pup = Q. 
Décomposons-la dans les deux suivantes 
uAp + Puv = 0, 


p Au + AuAs = Q, 
d'où l’on ture 


Q 


A6 = —Po AU —= ——; 
G) , fe vi Ab? 


il reste à calculer +, et une sommation donnera 


D RNRESE 
p + AP 


Pour intégrer (1), nous poserons  — ef : nous aurons alors 


et(eAt—1) = — Pet, 
d’où l’on tire 
eMt—1—P, At = Iog(1—P) 
et, par suite, | 


=D los(i—P), 6 = eXlog(i-P)— I(1—P). 


La question est ainsi résolue. 


ee 

CS 
ae 
ee 
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VI. — Méthode des fonctions génératrices. 


Laplace dit que /(2) est la fonction génératrice de o(x) 
quand v(x) est le coefficient de 4* dans le développement 
de f(t) suivant les puissances de 4. De même f{(44, Le, ...) 
sera la fonction génératrice de ®(æx:, æ», ...), si @ est le 
coefficient de 4", t°, .. dans le développement de f(4,, L, ...) 
suivant lés puissances de £,, {2, .. .. Nous allons montrer sur 
un exemple l'emploi de la méthode des fonctions génératrices 
pour l'intégration des équations aux différences. | 

Considérons l'équation suivante, où 7» est variable indépen- 
dante, 


(1) (2R +1)2XYn —(R +1) Vnt1i — 2 Yn-1 =0; 


et appelons f la fonction génératrice de y,, en sorte que 


1 =) + Vil D 0 pre: + Vnit + 108 
on aura 

dft Er 

t sn = Yol+2ÿi 2H IVe te... ENV toi 
a 
df | 
dt FDA NT ae Fee RARE EENRE + (nr 1) nr ttes 

df 

es dE RL RAR RE + 2nLVnlt +... 

TÎ= YoT + se eue Ne eee + Tnt +... 


On tire de ces formules 


‘, ; df. 
21% “ +xf —t at — af = 2Y0 — ot; 


c’est-à-dire 


d 
SE —2m+t)—(r—t)f = —%xyo+ ot 


(2) 
On peut supposer y, = 0 ; en appelant alors c une constante, 
on trouve 

(a 


R Vi—oitx+e 


y 


2 
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el, en achevant l'intégration de (2), on aurait une fonction 
génératrice plus générale; pour avoir y», il suffira de déve- 
lopper f suivant les puissances de £ et de prendre le coeffi- 
cient de #?. On voit que les fonctions X, de Legendre sont 
des intégrales de l'équation proposée. 

Lorsque l'équation proposée est homogène et à coefficients 
constants, on peut la présenter sous la forme 


(5) A6 n Aa +... + AmnY marin =0; 


la fonction génératrice de y, est alors une fonction ration- 
nelle; car la recherche de y, revient à la recherche du terme 
sénéral d’une série récurrente dont l'échelle de relation est A, 
PR A, problème que l’on a appris à résoudre au Cha- 
pitre IT du [°* Volume de cet Ouvrage, sans même avoir 
recours aux procédés du Calcul différentiel. 

On peut encore intégrer l’équation (3), en posant 


ee con, 


l'équation (5) devient alors 


Ag Aiet+,..+ A, ent —o: 
celte équation fait connaître 72 valeurs e#, e%:, ... de e%, et, 
en appelant ci, C:,... des constantes, on a, pour l'expression 


LA , 


générale de l’intégrale cherchée, 
Cye%i + Coetrt , 


La plupart des artifices qui réussissent pour les équations 
différentielles linéaires réussissent aussi quand on les applique 
aux équations aux différences linéaires, ce qui nous dispense 
d’insister davantage sur ce sujet. 

Disons seulement en terminant que, lorsque l’on connaît la 
solution générale y de l’équation 


A0 + A: AY =, . + AC MU Et O0, 
et une solution particulière z de 


AY + AiAY +... A, Amy= f(x), 
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la solution la plus générale de cette dernière équation est y + 2. 
Disons enfin que la méthode de la variation des constantes 
peut aussi servir à intégrer la dernière équation. 


VII. — Équations aux différences partielles. 


On rencontre souvent des équations dans lesquelles les 
inconnues sont des fonctions de plusieurs variables, et qui 
renferment, outre ces fonctions et leurs variables, les diffé- 
rences partielles (finies) de ces fonctions relatives aux 
variables. Le calcul des probabilités fournit de nombreux 
exemples de pareilles équations : on leur donne le nom 
d'équations aux différences partielles. 

Considérons un système de nr équations aux différences 
partielles du premier ordre, c’est-à-dire dans lesquelles les 
différences des fonctions inconnues ne dépassent pas Île 
premier ordre : soient uw, #, ..., w les fonctions inconnues, 
ZT, VY,Z, ... les variables; A,u, A,u ... désigneront les dif 
férences de u relatives respectivement à x en laissant y, 3, . .. 
constants, à y en laissant x et 3, ... constants, etc. 

On peut supposer que le système donné ait été mis sous 
la forme | 


(1) | A0 = Je(u, 0, 002; V8 7 DUREE 


les équations du système ayant été résolues par rapport à 
Azu, Azp, ..., Aztw. Si alors on’ se donne, pouR ee 
V—}o, --- les valeurs 45, Vo, - +; Po de UC ES 
leurs différences relatives à y, 3, ..., les équations (1) 
feront connaître AU A0 Rene par suite Us Cas COR 
leurs différences relatives à y, z ...; quand on aura calculé 
ces quantités, les mêmes équations (1) feront connaître w», 
Po, ..., et ainsi de suite. 

Si l’on se propose de calculer w, v, ..., æ seulement pour 


f} 
J 


© 
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des valeurs entières de +, y, 3, ..., on voit que la solution 
renfermera les arbitraires &5, 06, -. , Wo et Aus, A;00, + .., 
Asus Az6o -.-. S1 l’on veut satisfaire aux équations propo- 
sées, quels que soient , y, 3, ...,1lest clair que les solutions 
renfermeront des fonctions arbitraires entre des limites de x 
différant entre elles de Az, fonctions périodiques par rap- 
port à la variable x admettant la période Ax. On voit que 
lindétermination serait encore plus grande si l’on avait à 
considérer les équations d’un ordre supérieur au premier. 

Il est clair qu'indépendamment de la solution générale 
mise en évidence, des solutions singulières peuvent se pré- 
_senter comme dans le cas des équations aux différences ordi- 
naires. 


VIII. — Équations linéaires. 


Lagrange (1. IV de ses Œuvres) et Laplace (Calcul des 
Probabilités) ont donné divers moyens pour intégrer les 
équations linéaires; ces moyens ne permettent pas toujours 
de bien déterminer dans chaque cas particulier les fonctions 
arbitraires de manière à satisfaire aux problèmes que l’on veut 
résoudre. La méthode que Cauchy a indiquée pour les équa- 
ions aux dérivées partielles semble s'appliquer assez bien 
aux équations aux différences partielles. Bornons-nous à 
l'équation très simple 


(1) Plüxy + Jlur,y+1 — Ux+1,y+1 — 0; 


où p et g sont constants et à laquelle Lagrange a été conduit 
en cherchant la solution d’une question tirée du Calcul des 
Probabilités. 
Lagrange pose 
Ury = AUX PY, 


et 1l trouve que, quels que soient « et &, pourvu qu'ils soient 


constants, on satisfait à l’équation en prenant $ — QE 
sp L': 


mais il n’eût sans doute pas pu résoudre la question en assu- 
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jettissant 4,7 à prendre pour y — 0 une valeur donnée fonc- 
uon de x. 
Si nous posons, au contraire, 


+ © + © ALL: 
Cf f fEneTieaddr 


Ux,y = ; 


l'équation (1) sera satisfaite en posant 
pftE Y)+aqf(E, y +1) — er "ei FEVER 


celte équation est aux différences ordinaires : on y satisfait en 
prenant 


À étant une fonction arbitraire de £, et l’on a alors 


i + A+ D y :_s 
Ux,y = [ / A —E—) e2V—1(6—2) da dé, 
; DT M CE TRE eaV—1— q 


et, pour y —0, on aura uz,, = A(zx). L'emploi des“séries 
aurait également réussi à donner la solution de la question. 

La meilleure manière d'étudier la question de l'intégration 
des équations aux différences partielles est de lire avec soin 
le Calcul des Probabilités de Laplace ; le Calcul des Proba- 
bilités fait surgir à chaque instant des questions qui se rédui- 
sent à l'intégration d'équations aux différences finies, ordi- 
naires ou partielles. 

On peut aussi consulter un Mémoire de Cauchy, intitulé : 
Mémoire sur l’application du calcul des résidus à la solu- 
tion des problèmes de Physique mathématique, 1825. 


IX. — Équations aux différences mêlées. 


On rencontre, en Physique mathématique, des équations 
dans lesquelles les inconnues sont des fonctions d’une ou de 
plusieurs variables : ces équations contiennent, outre ces 
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fonctions et leurs variables, à la fois les différences et les 
dérivées des fonctions inconnues; on a donné à ces équations 
le nom d'équations aux différences mélées. 
Pour intégrer de pareilles équations, ce qu'il v a de mieux 
à faire est souvent de développer les différences par la for- 
mule de Taylor; ces équations deviennent alors différen- 
telles d'ordre infini ; on les traite alors comme on peut : c’est 
avouer que l’on ne sait rien ou presque rien sur ces équations. 
Cependant, quand elles sont linéaires, on parvient à en trou- 
ver des solutions, en leur appliquant les méthodes qui ont 
déjà réussi pour les équations aux différences finies et aux 
dérivées partielles. 
Considérons, par exemple, l'équation 


dut 
ot 


— À Au: 


Au désignant la différence totale de «w relative aux variables 


æ, y, et À désignant une constante, on posera 


el eV—1lutx—#) +8 1e da dt d8 dr 
6 mr \È » N 1? 
(2 T ) e_ »/ e . É 


re à Je - F . ; 
2 désignant une fonction de 4, £ et; si l'on porte celte 
V 


“À 


(2) LE 


aleur dans (1),ona 


UE ITS 
L L LE 


en sorte que l’on satisfera à (1) en déterminant & par l’équa- 


- RÉ | 7 
A o(ev—1{adx+fBA)) — 1) — | da de ds d'r, — 0, 


Lion 


w désignant eV-t(#Ax+ÿ4)) — 1; si alors on intègre celte équa- 
tion de telle sorte que pour {—0 on ait o —F(£, x), en 
verlu de la formule de Fourier, Péquation (2) donnera une 
valeur de u égale à F(x, y) pour t = o et de plus satisfaisant 
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à l'équation (1). Il est clair que lon aurait pu essayer de 
satisfaire à (1), en la mettant sous la forme 


du ou ou 
Æ =A(T A + — AY +, .. 
s T dy 74 ) 


et en l’intégrant comme une équation aux dérivées paruelles 
d'ordre fini. 
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SI 
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ÉQUATIONS FONCTIONNELLES. 


I. — Préliminaires. 


On a donné le nom d'équations fonctionnelles à des 
équations qui expriment une propriété d’une ou de plusieurs 
fonctions qu'il s’agit alors de déterminer : telle est, par 
exemple, l'équation 


(1) p(T)+oiy)= Dr +Yy), 


dans laquelle © est une fonction dont il faut déterminer la 
forme. Il est clair qu'il est tout à fait impossible de donner 
des règles générales pour la résolution de pareilles équations, 
et tout ce que nous pouvons faire à leur égard, c’est de faire 
un choix d'exemples et de les traiter. D'ailleurs le sujet que 
nous allons entamer n’est pas nouveau pour le lecteur, et 
l’équation (1), par exemple, est résolue dans un certain 
nombre d’Ouvrages d’Algèbre. Le problème qui a pour but 
de trouver une fonction & satisfaisant aux équations 


o(T+w)=c(x),o(x+wm)—=o(x), 


qui définissent les fonctions doublement périodiques, a été 
traité tout au long dans notre IV°® volume. 


II. — Exemples d'équations fonctionnelles. 


Considérons l'équation 


(1) o(T+y)=p(r)o(Yy), 
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el proposons-nous de déterminer la fonction # qui satisfait à 
cette formule, quels que soient x et y. 

À cet effet, différentions (1) successivement par rapport 
à æ el y : nous aurons 


gx +y)= 9 (x)e (y), 
gx +y)= e(x)s (y); 
on en conclut 
CRE w'(y) 


p(æ)  o(y) 


Cette formule ayant lieu, quels que soient + et y, on a 


« désignant une constante, et, par suite, à une constante près, 


logp(x)= ax, 


o(r)=.Ee2x. 


Notre raisonnement suppose ©(x) continue, et nous n'avons 
trouvé que les fonctions continues possédant une dérivée 
satisfaisant à (1). 

La même méthode s'applique aux équations 


o(æy)=p(r)+p(y),, vla ty)=é(x) ot) OS 
Considérons les deux équations simultanées 


[or y)= g(r)e(y)—Ÿ(r)d(r), 


(2) 
(Wr+y)=vo(x)Ÿ(y)+4(x)e(y), 


el proposons-nous de trouver les fonctions continues o el d 
qui rendent ces formules identiques en r'el énp 


A cet effet, multiplions la seconde par ÿ/— 1 et ajoutons-la 
à la première : nous aurons 


ACER ET UC ETOE TAC) OO E Te) | 


et, en posant 
pr) + V—1V(x)= (x), 


Le 
© 
© 
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il viendra 
H(xz+y)=U(x)l(y); 


on en conclut 
I(æ) = e2x 


ou 
p}+ V—1p(z)= er, 
a désignant une constante; on aurait de même, en appelant D 
une autre constante, 
p(t)—V—14(z)= ebr, 


d’où 


À I 
Lx) tn Upar. e0x ), 


ner 


formules qui donnent &(x)=— cosx, Ÿ(x)— sinx, quand on 
i i 


prend a —ÿ—1, b— —4/—1. 

Plus généralement, soct f(x, y) une fonction donnée de x 
et y : proposons-nous de trouver une fonction Ÿ, telle que 
l’on ait 
(a) HSE, r)1= EC) + 4 Cr). 

Posons, pour abréger, f(x, y)— 1 : on devra avoir 

YCr)= px) + 4 Cr), 
et alors, en différentiant successivement par rapport à æ et 
ày,ona 


or 
d'Or) = V'(æ), 


Dire (y); 
d’où l’on ture 
à . 
V'(x)— —Ÿd' (y) _ 0 
ou 
F3 
: 24a 
dr 
+ 1! Lars ’ AE ARS 
oTANEZ 
Pa) 
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el 


(b) V(z)= Y(y) 


pour que la fonction Ÿ existe, il faudra qu'après avoir effectué 
les opérations dans le second membre, y disparaisse. S'il n’est 
pas possible de disposer de la constante d'intégration, de telle 
sorte que y disparaisse, l'équation (a) est impossible. Pour 
bien faire comprendre cette méthode, supposons 


Ja, Y)= ty; 


l'équation (b) donnera 
> ! “A " es ! ” 
Cr Ed Of dx = y V(y)logcæ, 


c désignant une constante ou une fonction de y; y doit dis- 
paraître de ce second membre : cela ne peut se faire que si 
y Ÿ'(y) et c sont indépendants de y. Or, en posant 


Y LT) CON, 
on en déduit 
| Y(y)= alogc'y 


el, par suite, 
V(æ)=alogcx. 


III. — Problème résolu par Abel. 


Trouver des fonctions ©, %, f, telles que l’on ait 


(1) g(r)+e(y)= Ÿ[xf(r)+rf(æ)l: ! 
Posons 
(2) LI CVS IT (TXT 


l'équation proposée devient 


(3) p(æ)+o(y)=4(r) 
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et, en différentiant par rapport à æ età y, 
| Fe À dr 
ME)= Ft) Sr PU)= VC) 


el, par suite, en éliminant de 


ou, en remplaçant 7 par sa valeur (2), 


(1) 2'(x)[2 fr) +f(z)]= v (y )Ir fe) + f(y)]. 


Cette formule, devant être identique, subsiste pour y —o et 
donne 
o'(æ)[æf(o)+f(x)]= #8 (0). f(0), 
SYIS" Co) + f(y)1= »'(0),f(0); 
d’où l’on ure 
o(o)/(0) 


(5) RNA NET 
| Cp) w’(o) f(0) 

OÂY)= : 

“ap PL) LC) 


portant ces valeurs dans (4), on a 


[y fo)+ fr fn) + f(e)]= [ef (o)+ far f(æ)+/(r)], 


équation qui ne renferme plus que la fonction f. Si l’on 
effectue les calculs, on trouve, en divisant par xy f'(o), 


FC) (») - 
MO) 


chacun des membres de cette formule est alors constant et, 


f(æ) f(x) 1HERE 
ROLE lotir: (o) 2 


UP) 


en appelant a sa valeur, on a 
sf (x) f'(o)+ f(x) (x) —f'(o)f(x)= axf"(0), 


équation différentielle qui détermine f(x); remplaçant a f'(0) 


par «, f'(o) par Bet f(x) par y, elle devient 


dy 


2 ERP SE RTS 0 


er 
L. — Traité d'Analyse, VI. 16 
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Pour intégrer cette équation homogène, on pose 


il vient alors 


ou 


11e) 


T 


cette équation fait connaître 3 — ; on en déduit #/(x) au 


moyen de (5) et par suite d. 


IV. — Autre équation résolue par Abel. 


L'équation fonctionnelle 
(1) o(æ)+1=vo[ f(x)], 


dans laquelle /(x) est de forme donnée et dans laquelle #(x) 
est à déterminer, a, comme nous le verrons, une grande impor- 
tance dans la théorie qui nous occupe. Abel propose de la 


résoudre comme 1l suit (!) : 1l pose 
(2) TE CT, f(æ)= (y +); 
l'équation (1) devient alors 


o[Wy)]+i= o[dCY +1) 


on à donc 
Ap[Y(y)]=1,  (Ay =) 
el, par suite, 
IA ES bas A0) 
4 (y) désignant une fonction périodique ayant pour période 1; 
cette équation revient à la suivante 
g(t)= ax) + le), 


L_,(æ) désignant la fonction inverse de (x), qu'il s'agit de 


(*) Il serait intéressant de savoir à la suite de quelles recherches Abel a 
été conduit à la considération de cette équation. 
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calculer; or les équations (2) donnent 


dy +1)= fly). 
C’est une équation aux différences, qu'il faudra intégrer pour 
avoir Y(y) et par suite w(x). 
S1 le problème en question n’est pas ainsi complètement 
résolu, au moins voit-on qu'il admet une et même une infinité 
de solutions, puisqu'il est ramené à une équation aux diffé- 


rences, dans laquelle la différence de la fonction inconnue est 
donnée sans ambiguïté. 


| 


V. — Problème de Babbage. 


Soient, pour abréger, 
g(r)—ole(x)]  e3(x) = e[p(r)], 
On(T) = o[pr-1(æ)]; 


on propose de déterminer la fonction +, de telle sorte que 
l’on ait 


(1) En(T) = T. 
PREMIER cas. — Sin—1,ona 

] 
p(r)= 7%, 


et la solution de l'équation (1) est précisément la variable x 
elle-même. 


Deuxième cas. — Proposons-nous maintenant de résoudre 
l'équation 
2(x) = X. 
On devra avoir 
ps(z)= pr), gur)=p(r)=7, 
el, par suile, 
= pr) = pr) = 6x) =..., 


(Tr) = par) = sr) —=..., 
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et il sera naturel de poser 
par) — ME per) = pu(r)=. “+3 
p(T)—=p1(r)= 0 3(T)—=...; 


9_,(x) sera alors la fonction inverse de v(x). Pour satisfaire 
à l'équation 
p(æ)—=e1(x), 


il suffira de lier x à 2(x) par une relation 
Ffx, g(x)]= 0, 


telle que F(x, y) soit symétrique en x et y. 
Supposons, par exemple, 
o(T)+r—a=0 ou v(T)=a—x; 


on aura 
D(T)=a+(r—a)=xr: 


Si l’on prend 


p(r)z= a ou o(B)= & 
on aura 
| LAC * HS 
G(T)=a DE à 


On peut encore résoudre ce problème comme il suit : Pour 
se C2 -) , . k là 4 F ar . 
simplifier l'écriture, nous écrirons 4x, au lieu de #[d(x)|. 
Alors désienons par / u u ution particuhère de 
Alors désigno æ) ou fx une solutio ticul d 


Da(T)—=T; 


une solution plus générale sera, en appelant d une fonction 
arbitraire, 

o(æ)= pif tx). 
En effet, on aura 


ge(æ) = Va f 4h if Y(æ) 
= Yi f2Ÿ(x) 
= pig(x)= x; 


par exemple, en prenant f(x) = a" — x, m, a désignant des 
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constantes, d_,[a”*— 4(x)] sera une nouvelle solution de la 


question. 

Cas céNÉRAL. — Soient f(x) une solution particulière de 
l'équation 
(1) | On(T) —\ 


et Y(x) une fonction arbitraire : on aura une solution plus 
générale en prenant 
| | p(T)= Ya f(x): 
en effet, 
px) = Yi ha f(x) = Yi fat (a) 
par suite, 
pa(T)= La fs Y(T), 


peur 1fnŸb(x) = %- TICAE T.. 
Il reste à trouver des solutions particulières de l’équa- 


tion (1) : à cet effet, posons 


(æ) ax + b | a;x + b; 
D(T) = ———;;) À ET mme a 
, a'x + bd’ ; a;x + b 


car ®;(x) sera comme ©(x) une fonction rationnelle dont le 
numérateur et le dénominateur seront du premier degré. 
Nous aurons 


AT + b; L 
D J 0 ! 
= a;x + b; (aa; ba;)x + ab; + bb: 
Q; GE = ! ! ! ! ; 
Fi ALTE ei J' L' (a'a;+ bL'ai)z + a'b; + bL'b; 
ax +b; 
donc 
(2) dj = dj + ba;, 
(3) | an =aa&+b'a 
(4) bix1 = ab; + bb:, 
(0) 1 = «'b; + b'b:. 


Soit À une indéterminée : de (2) et (3), on ture 


Gix1 + Aa; = (a+ la')+a;(b + X 0"), 
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en sorle que si l’on assujetuit l’indéterminée À à satisfaire à 
équation 
D AX be \(a TN 
ou 


(6) a + À(a—b')—b—=o, 
l’équation précédente deviendra 
aix + Adi = (a+ ka;)(a + à a), 
ol A 
et l’on aura de même 
biri+ Abri =(b;+Àb;)(a + La'); 


en remplaçant À par les deux racines, À, et À,, de l’équa- 
ion (6)etz +1 par », on trouve 


An+hia,=(a+)a}t, 
an+han=(a+ha}t, 
bn + 16 =(a+ ka}, 
bn +20, =(a+ aa}, 


(70) 


! 


ce qui permet de calculer &,, a,, br, b,. Mais poursuivons 
notre but, qui est de trouver une fraction telle que 


AnT + Vn “Le 

Ant + bn 
ou que 

Ant +bn=a,2?+ b,z; 
il faudra poser 
Gr 0 br —=0, An =10 
ou, en vertu de (5), 
An =(a+)\a"}r, 


An = (A + ETALE 


ces deux équations donnent 


2Tk V—1 


! É ! 
1 a ne 2 ; 
a+la=(a+ha')e # 


TA V=1 
ou bien, en divisant par 6 n et remplaçant À, et À par 
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leurs valeurs tirées de (6) 


UK —— Er kr 
(a + b') sin" V—1= {bb — a} + 4 a'b cos s 


4 


ce qui peut encore s'écrire 


; NAS KT KT kr 
- (a + b'}sin? —— — (a + b'}? cos? — + 4(a'b— b'a) cos? 
/ /t [1 
ou enfin 
: kr 
(a b'} + 4(a'b — b'a)cos? — = 0. 
n 


Telle est la relation à laquelle sont assujettis les coefficients 
a, b, a!, b'. Si l’on suppose, ce qui est permis, ab'— ba'—1 
(car, si ab'— ba’! était unl, (x) ne serait plus variable), on 
aura 

a + b'=— 2 cos — ab'— ba = 1; 
a et a’ seront arbitraires; quant à b et D, ils se déduiront 


de 1à 
kT 


12 


b=— a+ cos 


9 


Le 1 % 
ai— 24 COS — +I 
n 


bd — 


! 


[44 


el le problème que nous avions en vue se trouve résolu. 


(Bassace, Recueil d'exemples de l’application du Calcul 
aux différences finies, par Herschel, 1820). 


VI. —- Interpolation des fonctions itératives. 


Les recherches de Babbage ont été l’origine de la théorie 
des fonctions ctératives. On appelle itérative de degré k de 
(x) une fonction d4(x) définie par les équations 


Y(r)= VY(x), Yr)= bb), de) = bre): 
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on définit d,(x) par l'équation 
Lo(Tr)= x; 
on désigne par Ÿ_,(x) l'inverse de L(x), en sorte que 
DV b(r)= db i(z)= x = Yo(x); 
on aura d’ailleurs par définition 
bbi(r)= 2er),  Yiba(r)= st) ..., 


Dr UTI=T. 


LE 


Considérons maintenant la fonction w, qu’Abel a appris 
déterminer, définie par l’équation 


Ur) =1+ 8(2) 
ou 


(1) Y(æ)=gulr+ o(x)]: 
nous définirons le symbole 4;(x) par la formule 
(2) Par) = QT + e(x)]. 
Il est facile de voir que l’on à 
Ver) = x (x); 
en effet 
Prix) = pl + o W(x)] 
et, par suite, en remplaçant d/(x)parsa valeure ,[/+o(x)|, 
We) = ent + + ee) = deu(e) = Wrbr(æ): 


ainsi se trouve interpolée la fonction itérative 44, comme l’a 
fait voir M. Korkine (Bulletin des Sciences mathéma- 
tiques, septembre 1882). 

M. Farkas (Journal des Mathématiques pures et appli- 
quées, 3° série, t. X) s'occupe de la convergence de la fonc- 
tion ox(æ) pour À — 0. 
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VII. — Solution du problème d’Abel. 


Nous allons reprendre le problème d’Abel qui a pour but 
la résolution de l'équation fonctionnelle 


pY(r)=1+o(r), 


dans laquelle Ÿ(x) est une fonction donnée, et #(zx) une 
fonction à déterminer. La solution donnée par Abel a l'in- 
convénient de dépendre de l'intégration d’une équation aux 
différences aussi difficile à traiter que le problème que l’on 
veut résoudre, et nous allons essayer de procéder autrement. 
Désignons par 0(z) une fonction synectique à l’intérieur d’un 
contour fermé simple C, et supposons que les quantités 
02 7 —(0(z;)—0:(z), 2: —0(z:)—10,(z), ... ten- 
dent, quel que soit 3, vers la limite € située à l’intérieur de C; 
pourvu que le point z soit lui-même intérieur à C, il est facile 
de voir que l’on aura à la fois 


6(£)—Ë—0o, mod6'(£)=1. 


La première formule est évidente, puisque 3, et 4(z,)ont même 
limite €; quant à la seconde on la démontrera en considérant 
l’expression 


Can) — 0€) 


= 
Sp 


(1) 


dont la limite pour ñ — ou 3, — 6 est W{(3). Si 0'(C) pou- 
vait avoir un module supérieur à l'unité, le rapport précédent 
finirait, pour des valeurs suffisamment grandes de 7, par avoir 
un module supérieur à 1, et alors la formule (1) donnerait 
ou 
mod(3»+11— 6) > mod(z» — Ë), 
et les nombres 3,, 3u41, -.. ne pourraient pas tendre vers C. 
Réciproquement, si l'on a 


d(E) == 0 
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et si la fonction (3) reste synectique aux environs du point & ; 
si de plus on a modW(£)<1r, il existera un cercle décrit 
autour de Ÿ comme centre, tel que, 3 étant intérieur à ce 
cercle, on ait bien 0,(3) —&. 
En effet, 3 étant voisin de €, on a 
(z—{CY,, 
0(3)—0(C)= (3 — COTE) + 2 (LE) +. 


D 


ou bien 


0(z)—0 
ESS ft) CRE 
SA 
en désignant par P la quantité + 0"(0) + .... Or on peut tou- 


jours supposer 3 assez voisin de € pour que (3 — C)P reste 


DEAR : 0(z)—86 es 
aussi voisin de zéro que l’on veut : alors DCS ) ss diffère de 


2:20 
G'(6) d'aussi peu que l’on veut et, comme modW'(6)< 1, on voit 
que le module de 0(z)—4(€), pour des valeurs de 3 suffi- 
samment voisines de €, est moindre que celui de 3 — €; donc 
enfin, quand 3 est assez voisin de Ë, les quantités 3, Ü(z), 


0,(3), ... convergent vers €. 
T , s 17 A e 
l'Héoreme. — L'expression 
0»(23) REA 
[8 Cs)} 


tend vers une limite déterminée quand n croît indéfini- 
ment, pourvu que Q(3),0,(z),0:(z),... tendent eux-mêmes 
$ ù . L Fe . . . . L # 
vers une limite € qui ne soit pas un point singulier pou 
la fonction 4(z), quel que soit z à l’intérieur d’un contour 
C contenant €. 


En effet, en posant 


HÉAE ET DZ "2 26 
on a À 
0(3n-1) = 0€) + (371 — 6)0' (CE) + 


ou bien: 
0,(z) — = (Sn — C)0' (6) +. r. 
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a 


et, en divisant par 0,_,(3)— Ÿ ou 5,_, — , 


VAE) be 
Ün-1(3) Te (@ 


= D) = P'OTI + su]. 


Changeons n en n —1,n—°2,...,et mulliplions les formules 
ainsi obtenues : nous aurons 


ME CE) (+2) 
ou enfin 
0,(23)— (@ 
ne =(3—C)l(i+e). 
| 9" (G) |“ | | 


Orla série &, + &: +...+<,+...est convergente; car on a 
Dan a — C) € AA 

z ŒCGn-1 — +...,et le rapport ——- diffère peu de 

2 0 (&) En+1 


3 n—1 


e 
ce 


A 


——— qui a un module inférieur à r. 
eRUrtS 


Ainsi l'expression 


a une limite finie POUrL —\c0 : désignons-la par d 


identiquement 


(z);ona 


Li 


On+1(3)— È CCE. .S 02[0(3)1]— 
AANSIES TOR TES L'ASIE 


ul 
c’est-à-dire, en faisant n — , 

De) EU EE CZ NT 

î 0"( €) ù 


Prenons les logarithmes des deux membres : nous aurons 


log®(z) = — log0'(£) + logŸ 03) 


ou F 
__ logÿ(z) _,__ logÿ0(z), Q + 
log0"(£) logO'(E) ? « 
faisant 
LC LE DIM { 
A1 NC) UN 
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on tombe sur l'équation d’Abel 


1+—vw(z)—vw0(z), 


i 


dont la solution est 


log Z ; 0,(z)—# a 11# 
log d (EL) ou lin SSTTEANTE 7 log 0 (ÉD 


Cette solution a été donnée par M. Kœnigs, dans les Annales 
de l’Ecole Normale de 1884, et dans le Pulletin des 


Sciences mathématiques de décembre 1883. 


VIII. — Problème de Gergonne. 


Gergonne, dans ses Annales, t. XII, propose le problème 
suivant résolu par Tedenat dans le même Volume : 


Trouver une courbe dans laquelle la normale soit égale 
à l’ordonnée qui rencontre l’axe des x au méme point. 


Soit y — (x) l’équation de la courbe cherchée; 


4 


o(æ)Vi + [ox)P 
est l’expression de la normale, 9(x)v'(x) celle de la sous- 


normale et &[v(x)v'(x) + x] celle de l’ordonnée qui doit 
être égale à la normale; l'équation du problème est alors 


2 


[p(æ)Pii+l?(x)P} =fo[p(r)v (x) 2x] 


Posons 
[eg(r)P = 24(x), 
o(x)g (æ)= Ÿ(x); 


l'équation précédente deviendra 


off 


le 2Y[V'(z)+ x] 
ou encore 


2Y(æ) + V5) = 2U[V (x) + x]. 
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Pour intégrer cette équation, nous commencerons par la 


différentier, ce qui donnera 


2W(æ)-+ 20 (&)V'(x) = 2 YTVCæ) + JU" 
ou 


( 


Me iM2d' Or) 20 [d'(z)+ælf= 0. 
On déduit de là une première solution simple 
W(æ)+1=0, 


x? 


V(æ)= A +Bzx— ms 


d’où Péquation de la courbe cherchée 
IPN ARabr--m2% 


c’est celle d’un cercle. Examinons maintenant l’autre solu- 
Uüon donnée par la formule 


Y(z)—VYTY(z)+æz]=o 
ou, en posant d'(x) —(0(x), 
(1) 0(æ) = 0[0(x)+ x]. 


Tedenat observe que l’on obtient une solution de cette 
équation en prenant 0(x)— 0, d'(x)—0, Ÿ(x)— a et, par 
suite, y? — 24, ce qui fournit deux droites parallèles. Pour 
les voir, il suffit de prendre la fonction 07! des deux membres 


de (1). 
IX. — Usage des dérivées à indices quelconques. 


Abel a rencontré l'équation suivante dans la solution d’un 


problème de Mécanique 


o(a)— Î EE (x) de 


Jar)" 


Voici la solution très simple que l’on peut donner de cette 
équation, dans laquelle f(x) est une foncüon à déterminer 
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et » un nombre compris entre zéro'et un. Muluplions les 


_ 


LPS 
deux membres par Ra nous aurons 
27T — ] 


T(n)g(a) fe Tu. f F@e 
0 


Dr Ver 1 Jr VA (a—æ"" 


el en observant que 


je ALU ï f'(x)dæ(i— enr V1) 


Pa EE re à (x — a)" 
On à 
fée _ = jante), 
Jr Ca =) (Sr ; dar 


l’équation à résoudre devient alors 


— 


de 


da’ 


o(a)T(n)snnr 18 dn f(a) 
0 


ou enfin 


k d-ro(a) T(n)sinnx 7 
Sn ee UC 


U 
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CHAPITRE VIL 


DES FONCTIONS HARMONIQUES. 


I. — Préliminaires. 


On sait fort peu de choses sur les équations aux dérivées 
partielles d'ordre supérieur. Il est probable que la plupart 
de ces équations aux dérivées partielles définissent un mode 
d'existence de la quantité qui ne peut être représenté par 
les signes ordinaires de l'Analyse. Si l’on considère, par 
exemple, l'équation très simple 

du du 
0x?  0y? 


on l’intègre facilement, comme on l’a vu, quand & est positif, 
el l’on a 

u = f(y + Va) + F(y — Vazx); 
mais, si & est négatif, cette dernière formule ne fait plus con- 
naître la solution générale, car le symbole /(y +x4—1) 
n’a plus de sens en général, et nous fixerons au contraire son 
sens au moyen de l’équation 


Au du 


mp 


comme on le verra dans la suite. Le but des recherches que 
nous allons entreprendre sera l’étude des fonctions réelles 
satisfaisant aux équations de la forme 


du Au du 


a No ere ufr sie ht — O 
DELL 0 0x2 Ê 
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surtout dans le cas où 
= 19 


Nous appellerons fonction harmonique de deux variables x 
et y, à l’intérieur d’un contour fermé ou d’une aire limitée par 
un ou plusieurs contours fermés, une fonction finie et con- 
tinue, ainsi que ses dérivées premières et secondes pour toutes 
les valeurs de x et y représentant les coordonnées d’un point 
de cette aire et satisfaisant à l’équation aux dérivées partielles 


o2u qu 


PS fe ee ET O ou À 9 LEE 
dx? dy? 


Plus généralement, une fonction de %1, &s, ..., æn sera 
dite harmonique dans un domaine D, lorsqu'elle sera finie 
et continue, ainsi que ses dérivées premières et secondes, en 
tout point de ce domaine et qu'elle satisfera à l'équation sui- 
vante dans ce domaine 


o?u se au | qu . A 
Br -...+ = =o u aU—0O 
0x? 0x 0x? ; 

II. — Théorème de Green. 


Le théorème de Green dans le cas particulier des fonctions 
de deux variables consiste dans la formule 


f ou d6 PU de \ TR 
(1) | pie Joie 
 —— A5 À RE. tee 
; [fe 2 dx d) fui “Ts ds, 


\ 


dont la signification va être indiquée. 

uety sont des fonctions continues de x et y, ainsi que leurs 
dérivées premières et secondes dans une aire A limitée par 
un contour simple ou multiple dont l’arc élémentaire est 
représenté par ds; les intégrales doubles sont relatives à tous 


C2 
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les points de l’aire À, les intégrales simples sont relatives aux 
contours limites de cette aire, elles sont prises en cheminant 


dans le sens direct (l’aire à gauche). Enfin _ ce sont des 
n on 
dérivées prises dans la direction de la normale intérieure à 
Pélément ds; le sens précis de cette locution va résulter des 
considérations suivantes. 
Considérons l’intégrale 


ll ee A TU dx d 
C0 \ 0x 0Z 0Y OV PV 


et intégrons, par parties, le premier terme; nous aurons 


| du de du CHPROAU 
(3) CA re dx dy = + Lee dy — ff . dx dy. 


L'intégrale double qui figure au second membre est relative 


À à . ou : 
es ? { ° à ? 2 n Te na L 
à l'aire À ; quant à l'intégrale simple, la valeur + 5° qui figure 


sous le signe /, doit être remplacée par 


( ou (our Ve OU 
2% AE +) (6) +; 
: CHA 1 \ OT } 2 0T 2 


l'indice placé au bas de chaque parenthèse indiquant que 
l’on doit remplacer x par les valeurs æ,, æ», ..., qu'il prend 
sur le contour de l’aire À, aux points où la droite y — const. 


; a #, où 
vient couper ce contour. L'intégrale | 6 => dy devra donc 


être prise en faisant varier le point æy sur le contour de 
l'aire À et en le faisant marcher dans le sens direct. On 
aurait de même 


du de ou 
3) NÉ dy Dar f fr: Da dedy} 


mais l'intégrale simple devra être prise le long du contour A 
en cheminant cette fois dans le sens rétrograde. Si l’on ajoute 


L. — TJraite d'Analyse, VI. 17 


258 CHAPITRE Vii. 


les formules (2) et (3), on aura alors, en prenant les deux 
intégrales simples dans le sens direct, 


/ [CES | ou de “et 
a ; (a. 0x 07 0) Y 


) 
| UE ne dr fo it de — [ fraudr ay. 


Or, si l’on observe qu’en appelant » la direction de la normale 


(4) 


intérieure au contour æ, y, on a 


Le cos(n AE 
ds’ SUBI 


COS(n,T)= 


et, si l’on pose 
ou ou dx re ou dy. 


On oxdn dy dn° 


dx et dy représentant les variations que prennent x et y 
quand le point , y se déplace de dn sur la normale intérieure 


. , ce dy . , ñ 
à ds, on voit que —— et —= seront respectivement évaux à 
2 q dn dn Li O 
dy dx ; 
—— et —, en sorte que l’on aura 
ds ds 
Ou", Mo dYUTOUar 
On ox ds t:0y dst 


et la formule (4) deviendra 


‘du dp 1908 0? \ ou 
drdy = — + ds A 
Hu 0x dx | 0y ) ét IL on | fe su GR 
ce qui démontre le théorème de Green, dont l’équation (4) 
est une autre expression moins condensée. 


CororLAIRE ll. — Lorsque les fonctions w et e sont harmo- 
niques dans l’aire À, A, u et A, sont nuls, et la formule (1) 
donne 

* dp ou 
Ho 
Lo + ( on D) ds De 


formule qui nous sera utile plus tard. 
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CoROLLAIRE II. — Supposons u—=+vetL la fonction w har- 
monique à l’intérieur de l’aire À : la formule (1) deviendra 


ou \? du \? ou 
nt) sc Jar dy = fu Ep: ds. 


e 


Si donc la fonction harmonique dans l'aire À est nulle sur le 
contour de cette aire, l'intégrale qui figure au second membre 
ést nulle, et l’on a 


ou \ 2 ou \2 
Ce) È ei fe —0, 


ce qui ne peut avoir lieu que si dans l’aire Aona 


ou ou 


— O H=eCONSL: 
dx 1 dy ) ; 


et comme w est nul sur le contour, w est identiquement nul; 
donc : 


Stune fonction harmonique dans une aire À est nulle 
tout le long du contour de cette aire, elle est nulle aussi 
en tous les points de cette aire. 


CorozLaiREe IIl. — // ne peut exister qu'une seule fonc- 
tion harmonique à l’intérieur d’une atre À prenant sur le 
contour de cette aire des valeurs données. 


En effet, s’il pouvait exister deux fonctions w, et us harmo- 
niques dans l’aire À et prenant les mêmes valeurs sur le con- 
tour limitant cette aire, la différence &#, — uw», qui est évidem- 
ment harmonique, serait nulle sur le contour de l'aire et par 
suite nulle à l’intérieur de À : ainsi wi = os. CAD ÉD. 

Rien ne prouve qu'il existe une fonction harmonique dans 
l'aire À prenant sur le contour de cette aire des valeurs don- 
nées, au moins Jusqu'à présent; tout ce que l’on peut aflir- 
mer, c'est qu'il n’y en a qu'une au plus. Rien ne prouve non 
plus qu'il n’y a qu’une fonction w satisfaisant à l’équation 
Au— 0, et prenant des valeurs données sur un contour 
donné, mais 1l n y en a qu'une qui soit harmonique, e’est- 
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à-dire finie et continue, ainsi que ses dérivées dans l'aire 
limitée par le contour. Ces remarques sont importantes pour 
ce qui va Suivre. 


II. — Énoncé du principe de Dirichlet. 


Riemann a étayé une théorie des fonctions de variables 
imaginaires sur un postulatum qu'il a appelé principe de 
Dirichlet et qui au fond revient à ceci : 


Il'existe une fonction harmonique à l’intérieur d’une 
aire À et prenant des valeurs données sur le contour de 
cette aire. 


Nous démontrerons ce principe dans les paragraphes su1- 
vants; Riemann le déduisait du postulatum suivant, énoncé 
par Dirichlet : 


Il'existe une fonction u qui, parnu toutes celles qui sur 
ie contour de l’aire À prennent des valeurs données et 
restent fintes et continues, ainsi que leurs dérivées pre- 
mières et secondes, rend l'intégrale 


ACCES 


Nous ne montrerons pas 1C1 l’équivalence de ces deux prin- 


MiNLMN. 


cipes; elle sera établie plus loin d’une façon plus générale. 

Il est bien facile d'établir qu'il existe une fonction har- 
monique à l’intérieur d’un cercle de rayon R décrit de l’ori- 
gine comme centre, prenant sur la circonférence de ce cercle 
des valeurs données, pourvu que ces valeurs ne présentent 
pas une infinité de discontinuités non plus qu’une infinité de 
maxima, et enfin pourvu que parmi ces valeurs il n’y en 
ait point qui soient infinies. En effet, si une fonction de x et 
y est donnée le long du cercle en question, elle est sur ce 
cercle foncuon de l’angle polaire 0 défini par les équations 


m2 R cos, DEEP SIN 
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elle est par suite développable par la formule de Fourier, 
c’est-à-dire que sur la circonférence de rayon R elle est de la 
forme 


do + di COS0 —+- a cos20 +. ..+ bisin0 + ba sin20 +...; 


si alors on désigne par r le rayon vecteur d’un point (x, y) 
intérieur au cercle de rayon R, on aura r < R, et, si l’on con- 
sidère la fonction de r et 0 ou dexæet y 


| x n r? n 
ne di — COS0 as = COS 20 4... 
R R? 

(1) 2 
ER 12% 
+uE sint+æ sin20 +...; 


cette fonction w sera finie et continue à l’intérieur du cercle 
de rayon R, la série qui figure dans (1) étant uniformément 
convergente; de plus elle sera harmonique : en effet, il est 
facile de voir qu’une quelconque des fonctions 


rn cosn0, r# sin n 0 


est harmonique. Ces fonctions peuvent, en effet, se mettre sous 
les formes 


rtyv 1) Lo —Y ÿ—:1)" 


2 
et 


a+ yep Vi) 
Mt 


eLil est facile déconstater que (x -+ y ÿ—1)"et(x—yy— 1)" 
satisfont tous deux à l’équation aux dérivées partielles 


C’est en partant de là que nous parviendrons à démontrer 
le principe de Dirichlet dans toute sa généralité. Quand nous 
dirons qu’une fonction peut prendre des valeurs arbitraires 
sur un contour, il faudra toujours sous-entendre que ces 
valeurs sont soumises à une certaine continuité analogue à 
celle des fonctions développables en séries trigonométriques. 
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IV. — Problème de la représentation conforme. 


La démonstration du principe de Dirichlet est intimement 
liée à la démonstration de la possibilité de la résolution d’un 
problème dit de la représentation conforme et qui s'énonce 
ainsi : 

Étant données deux aires À et A!, déterminer une fonc- 
lion monodrome et monogène z'= f(=), telle qu’à un point 
z de l’aire À elle fasse correspondre un point 3! de l’aire 
A’ et un seul, et vice versa, les points des contours limitant 
À et A étant censés, à ce point de vue, faire partie inté- 
grante des aires en question. 


Dans la représentation conforme, les points correspondants 
décrivent des figures qui, dans leurs dimensions infiniment 
petites, sont semblables (t. V, p.93); on voit aussi que, siset 
z' sont des points intérieurs aux aires À et À’, on n’aura jamais 

LS: LE : 


ni —0,ni-; —0; Sans quoi, si, par exemple, on avait 
3 7 ; ; : | 

Te = 0; l'équation 3'—/f(3) aurait une racine double et 
Œz 


deux points 3 correspondraient dans l'aire à un point g/. 

Le problème de la représentation conforme peutêtre ramené 
au suivant : /eprésenter une aire donnée sur le demi-plan 
situé au-dessus de l'axe des x. En effet, si l’on sait repré- 
senter l’aire À sur l’aire A’ et sur l'aire A”, 1l est bien évident 
que l’on saura par cela même représenter A’ sur A?. 


V. — Représentation conforme d’un polygone sur un demi-plan. 


La représentation d’un polygone sur la portion de plan 
située au-dessus de l’axe des x va résulter de la discussion de 
la formule suivante, où nous supposerons 


3 0 LÀ RC DRE PR RrS 


(1) se [ (a—sy sf. (022) 
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Zo, @, D, ..., l sont des constantes quelconques réelles; 4, 
6, ..., À sont des nombres positifs satisfaisant à la relation 


(5) a+ 3+...+À = n —, 


n désignant le nombre des quantités a, b, ... ou z, f, 


1° La fonction 3 de z est synectique pour toute la portion 
de plan située au-dessus de l’axe des x. 


En effet, les seuls points critiques de z' sont les points 


2 a@, b,..., [situés sur l’axe des x. 


2° La fonction 3 de z' est synectique à l’intérieur d’un 
polygone ayant pour sommets les points a’, L',...quisont 
MOmMenrS de z pour z — a, b, ...… 


En effet de (1) on tire 


à —(a—3)1-2(b 3) ..., (1— 23)1—2, 
et celte équation différentielle définit une fonction synectique 
de z/ autour de tout point pour lequel le second membre de 
cette équation reste synectique; s restera donc synectique à 
l’intérieur du polygone ayant pour sommets a’, b', c', ...s1, 
comme nous le supposerons, les côtés de ce polygone ne se 
coupent pas. 


3° Quand le point 3 décrit l’axe des x, le point z' décrit 
le périmètre du polygone fermé a'b'c'...U dont les angles 
PPT 0. .., Àn. | 


En effet, quand z <a, z' est réel; il décrit une portion de 
l’axe des x et pour 3 = «4 il se trouve en «a! sur l’axe des x. Si 


3 franchit le point «a, 3! devient imaginaire ; 


; Mais sOn argu- 
ment reste constant et égal à 7(4 — 1) jusqu’à ce que l’on ait 
z—0b et z— b'; il décrit donc la droite qui joint a'b'. De 
même, quand z varie de b à c, 3! déerix la droite b'e’ qui fait 
l'angle r(a — 1 + 8 — 1) avec l’axe des +, et ainsi de suite; 


les angles successifs du polygone sont donc #4, r$, ...; ce 
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polygone se ferme d’ailleurs en vertu de l'hypothèse contenue 
dans la formule (2). 


4° Quand le point 3: se meut au-dessus de l’axe des x, le 
point 3! se meut à l’intérieur du poly gone a0cm 1 


En effet, si 3 est imaginaire, mettons l'intégrale (1) sous la 


forme 
b bare 


) 


ou encore 


à 
g'— b'+ 1 (a — b — rev} TTE (as rebv=1 )= 1 


0 
x (c= Bb — rest) haNeSrene re 


ou enfin 


3! ble env1i$ 10408" t [ (a — b = reiV-1) RSS 
0 

Supposons 7 très petit et, le point 3 devant être au-dessus 
de l’axe des +, 6 compris entre o et x. Quand Ô varie à parür 
de zéro, l'intégrale qui figure dans la formule précédente 
reçoit un accroissement très petit et son argument varie très 
peu; le facteur exponentiel qui multiplie l’intégrale varie 
sensiblement et son argument croît proportionnellement à 6, 
en. sorte que le point 3’ pénètre dans le polygone a'b'c!.... 

Ainsi, lorsque le point z pris dans le voisinage d’un point 
(a, b, c, ...\ s'élève au-dessus de l’axe des x, le"porntes 
pénètre à l’intérieur du polygone a/b'c'...; maintenant, & 
restant au-dessus de l’axe des æ, je dis que z' ne pourra plus 
sortir du polygone en question. En effet, s’il pouvait en sorur, 
il traverserait l’un des côtés et z traverserait l’axe des +, car 
à une valeur de 3’ ne correspond qu’une valeur de £. 


5 0 ; al : y 1: 
59 Quand le point z' se meut dans le polygone a'b'e.…, 
de point 3 reste au-dessus de l’axe des x. 


En effet, si le point z pouvait passer dans la région située 
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De ou de l’axe des +, 1l traverserait cet axe et le point 
l traverserait le périmètre du polyg one «a! b'c! 


6° Reprenons la formule (1): 7e dis que l’on peut choi- 
Si, 4, D,-..,l;a,6,...,X, de telle sorte que le polygone 
abc... soit égal à un ne donné. 

En effet, ne 3 — 30, le point z' est à l’origine, et, pour 


D 20 2,16 pont al'est sur l'axe des x, le côté l'a! est 
dirigé suivant l’axe des x; les parties réelles des intégrales 


b 


Ci «t 
4 du, [l F2 LE FADIEA RER il du, 
«a D 1 


dans lesquelles dw désigne la’différentielle qui entre dans 
l'intégrale qui figure dans la formule (1), sont les projections 
des côtés du polygone a'b'c'.….., sur l’axe des +; en se don- 
nant ces projections et les angles xx, x$, ... du polygone, 
ce dernier sera déterminé et le polygone a/b'c'... sera aussi 
déterminé de forme par les équations 


b 
pro. ab — f| du, Pro 0, f do, 


dont les premiers membres sont 
a'b'cos(1— 2)T, bielcoa(t. 4-51 0)7, 


4 : c re Ur ; 

7 Enfin je dis que l’on peut opérer la représentation 
conforme d'un polygone quelconque sur le demi-plan situé 
au-dessus de l’axe des x. 


Il suffit, en effet, pour cela de faire usage de la formule 
SAS B=A f (as (5— st... d ..dz + B, 
À et B désignant des constantes. 


S1 l’on suppose A de la forme COS ® - V—1 sino®, le point 
z"s’obliendra en transportant z' dans la direction argB d’une 
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longueur égale à modB et en faisant tourner le point ainsi 
obtenu d'un angle © autour de l’origine; la formule 


g'= Az +B 


permettra donc de présenter sur le demi-plan des y positifs 
un polygone obtenu en imprimant à a'b'c'... une translation 
et une rotation arbitraires, ce qui établit la possibihté de la 
représentation conforme d’un polygone quelconque sur le 
demi-plan situé au-dessus de l’axe des x. 


VI. — Représentation conforme d'un demi-plan sur un cercle. 
Si l’on pose 
2=—Ry—i1+ re ei, SERRE =: AT 
ce qui donne 
mod (z + R'VÆu)mad (z' RUE: ) D 


quand le point 3 se mouvra dans un cercle de rayon KR déerit 
de l’origine comme centre, le point z' décrira toute la partie 
du plan située au-dessus de l’axe des x ;1l est facile de voir en 
effet que les points £ et 3" sont transformés l’un de l’autre par 
rayons vecteurs réciproques; le pôle de la transformation est 


le point — R | — 1, et le module est 2R?; le cercle se trans- 
forme en l’axe des x et les points intérieurs au cercle don- 
nent des points situés au-dessus de cet axe. Cela établit la 
possibilité de la représentation d’un polygone sur un cercle. 

La méthode que nous avons indiquée pour la représenta- 
tion d’un polygone sur le demi-plan des y positifs a l’incon- 
vénient d’être synthétique : la formule qui conduit à cette 
représentation a été donnée analytiquement par M. Schwarz, 
(Crelle, t. T0); mais la démonstration de M. Schwarz, repro- 
duite en français dans les Leçons sur la théorie des surfaces 
de M. Darboux (p. 170 et suiv.), suppose que la représenta- 
tion est possible. La vérification que nous avons faite était 
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absolument nécessaire pour l’objet que nous avons en vue; 
c'est pour éviter les longueurs que nous avons supprimé la 
démonstration analytique de M. Schwarz. 


VII. — Fonctions harmoniques dans un polygone. 


Supposons que l’on sache déterminer une fonction harmo- 
nique à l’intérieur d’un contour À et, prenant sur ce contour 
des valeurs données, désignons par S la substitution qui 
permet d'établir une représentation conforme de l'aire A sur 
une autre aire B (si cette représentation est possible); cette 
substitution imaginaire peut être remplacée par deux autres 
réelles, permettant de faire correspondre à un point (x', y") de 
À un point (x, y) de B. 

Cela posé, supposons que l’on désire une fonction harmo- 
nique w de (x, y) à l’intérieur de B et se réduisant à U sur 
le contour même de B. 

Par hypothèse, en posant 


PCT == dix, y |, 


l’aire B se transforme dans l’aire À, point par point. La fonc- 
tion U se transforme en Ü'; par hypothèse aussi, on peut 
déterminer une fonction harmonique «’ à l’intérieur de A et 
devenant U’ sur le contour de À; il y a donc une fonction 
dans laquelle se transforme w/! qui prend la valeur U sur le 
contour B. Je dis que cette fonction est harmonique à l’inté- 
rieur de B; en effet, on a 


Ou M: où 02 =) 0u 07 
du L 0x dre | 0y' dx 


? 


du Au pet M0 LENS Op. 
0x? 0x”? Le TT? 9x'dy 0x 0x 
ALOA ue LOVE OT ES OU y 
+ 33 (2) LD LT COLE OR 
2 D 2 
Si l’on forme par symétrie =. let s ; ou Au etsi l'on 
)y À 0x? 0y? 
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observe ensuite que (p. 03, t. V) A,:xz/=—=0; 4,7% 0 on aura 


Au /ozx'\? 0x" \? 
LUu—= -—— — | + — 
; 0x’? 0x ) ( 0Y 


f Zu 0y'\ 2 dy" É NT) ou dx dv" CL 07" : 
cles) CG) rer 


+ TRE Au Au ; 
mais les coefficients de os €t5,7 sont égaux «en vertu des 
_ 4 A 
formules (p. 93, t. V) 
ARENA 0x ÔY', 
0x 0” 0y 0TY 
Vpn du : 
le coefficient de es est nul en vertu des mêmes formules. 
Enfin la fonction w ou u' étant harmonique dans le contour À, 
on à 
du Eat V0 
0x'? vy A 


il en résulte que A,w'— 0, et que la fonction w! est harmo- 
nique et prend des valeurs données sur le contour B. 
Des propositions que nous venons de démontrer il résulte 


q 16 


Il existe une et une seule fonction harmonique dans 
l’intérieur d’un polygone donné P et prenant sur le con- 
tour de ce polygone des valeurs données, pourvu que ces 
valeurs satisfassent à la loi de continuité, excepté en un 
nombre fint de points. 


Puisqu'il existe une fonction harmonique à l’intérieur d’un 
cercle prenant des valeurs données sur ce cercle, et que lon 
peut représenter d'une manière conforme un polygone sur un 
demi-plan et un demi-plan sur un cerele. 


VIII. — Les fonctions de Green. 


Soient S un contour fermé, O un point intérieur à ce contour 
et fixe, r la distance du point (x, y) au point O. On appelle 
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, . . , \ I ra 
Jonction de Green la fonction égale à log- sur le contour S 


et harmonique à l’intérieur de ce contour. L'existence de la 
fonction de Green n’est établie jusqu'ici que pour des con- 
tours polygonaux; mais il est clair que ces contours peuvent 
être tels que l'aire qu'ils circonscrivent se recouvre elle-même 
plusieurs fois. 

Cherchons à établir l’existence de la fonction de Green 
pour un contour quelconque S et un point intérieur O. A 
cet effet, construisons des polygones P,, P;, ..., P, entière- 
ment intérieurs à la courbe S, mais tendant à se confondre 
avec cette courbe et tels que P, soit intérieur à P;, P: à 
P;, .... On peut supposer le point O intérieur à tous ces 
polygones et construire pour chacun d’eux une fonction de 
Green. Soient G, la fonction de Green relative à P,,G la fonc- 
ion de Green relative à P,, .... 

( La fonction de Green G, relative à un contour S, est tou- 


. . I . I 
Jours moindre que log=; en effet, la fonction G — log- est 
\ fr 7 


nulle sur le contour S; elle est très grande et négative autour 
du point O; si donc elle pouvait être positive dans l’intérieur 
de S, il y aurait dans l’intérieur de S une courbe fermée S'le 
long de laquelle on aurait G — 0, ce qui est absurde, car G 
étant harmonique ne saurait être nulle le long des contours 
S, S’, sans être nulle dans l’aire comprise entre ces contours.) 


Je dis que l’on aura G, > G: > G3 >... Gy. En effet, sur 
> I 4 = A Lg ’ 
P;, la foncuon G: — log- est nulle; elle est négative à l’inté- 
ee 
3 < I 
rieur de P, et par conséquent sur P, où G; — log- est nul; 


donc G; — G, est négatif sur P, ; il ne peut plus devenir nul 
à l'intérieur de P,, sans quoi entre deux contours 1l serait tou- 
jours nul : donc G; — G, reste négatif; ainsi l’on a bien 


(re CRE Cr ae 
Considérons alors la série 


(1) G = Gi + (Ge — Gi) +(G3 — G) +... +(Gne — Gn)+...; 
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elle est convergente, car elle est à termes positifs, et la somme 
de ses n premiers termes est G,, qui ne croît pas indéfiniment 

l D P Ù 
puisqu'il reste inférieur à G,. Nous allons prouver que G, a 


. : l - 
pour limite log- lorsqu'on s'approche du contour S. Consi-. 


dérons un polygone IT voisin de S, mais extérieur à S : soit K 
la fonction de Green relative à ce polygone; K sera moindre 
que G et différera de G, d’aussi peu que l’on voudra, en sorte 


que 
LE ù. G Ne IE 


mais G, et K diffèrent sur le contour S d'aussi peu que l’on 
| I re en | 2 
veut de log=; donc, a fortiori, G différera d’aussi peu que lon 


I Li 
veut de log- sur ce contour, donc sur ce contour G = 108=* 
4 


D'ailleurs la série (1) uniformément convergente qui définit G 
est une fonction harmonique. 


IX. — Sur une propriété remarquable des fonctions de Green. 


Soit G, la fonction de Green égale à 


L 1 
log : = log — 


VCr— 1} + (y — y1}? ri 


sur le contour S, et G, la fonction de Green égale à 


log ; = log— 


Vrai) +(y 7} k, 


sur le même contour, æ4, V1 et &o, Vo désignant des points 
intérieurs à ce contour : on aura 


Gi(æ, Ya) = G2(71, ÿ1)- 


En effet, considérons un contour S/ voisin de S et intérieur à 
S, le long duquel on ait 


I 
Gi— log— — à, 
Pa 
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4 étant une quantité très petite : entourons les points +,, y 
et Z», y2 de cercles de rayons très petits R, et R, ; enfin appli- 
quons le théorème de Green aux fonctions 


et à l’aire limitée par Set par les deux cercles R, et R, ; nous 
aurons, en observant que &w et 6 sont harmoniques, 


te de HER dp \ ou 
dy = — drone . 
(1) soul VO ait y na) A ‘on 5e 


Dans cette formule, l’intécrale simple est prise à la fois le 
) 2 | | 
long de S’ dans le sens direct et le long des cercles R, et R, 
dans le sens rétrograde: le long de S/, + est égal à zéro: l'in- 
e] ? D ? © 3 
tégrale simple en question se réduit à 


La première intégrale est nulle pour R;—0, car r,=R;; 
la seconde se réduit à 


is x | Gi(æ, y) — loc 


7e = 
(ee 

_ | = 

= 

hs + 

19 

—— 


0 l0g— 


M ns — 
or R> 


qui figure dans (1) est 


S Le I 
— 2 [GG 79 (o8) |. 


; 1 1 
et, comme (log) = (108) » les deux membres de cette 
1/2 UE ONE 


\ 


; on verrait de même que l'intégrale double 
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27 
formule désignant le logarithme de l'inverse de la distance 
des points æ,, ÿ1 et», Je, On en conclut 


Gi(T2, Ye) = G2(%1s Va): 
OR 00: 


X. — Fonction harmonique prenant des valeurs données 
sur un contour donné. 


Soit w une fonction harmonique de x et y dans un contour 
fermé S; soit U la valeur que prend cette fonction sur le 
contour lui-même : il est facile d'exprimer w au moyen de U, 
en sorte qu'il suffit de connaître w sur le contour S pour 
pouvoir le calculer pour toutes les valeurs de x, y répondant 
à un point intérieur. 

En effet, appelons r la distance du point (x, y) à un point 
(a, b); supposons le point (x, y) fixe et le point (&, b) variable ; 
appliquons alors le théorème de Green aux fonctions w(a, b) 


I ; : . 0 
et log en prenant pour aire celle qui est limitée par le con- 


tour S et un petit cercle de rayon R décrit autour du point 
(x, y) comme centre; nous aurons 


les intégrales étant prises dans le sens positif sur le contour S, 
et dans le sens négatif sur la circonférence du rayon KR. 
Le long de la circonférence du cercle, la première intégrale 


RU D ‘ 
I u( 7) æ. 


et, quand R est infiniment petit, cette intégrale se réduit à 


est égale à 


2ru(x, y); la seconde intégrale se réduit à 


2T 
- f PE Te 


OT -— — 
Le) 
VA R on 
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elle est nulle pour R — 0 et l’on a, par suite, 


l'intégrale étant prise le long du contour S, et mieux 


re 


" / I 
(1) RSR / Cu 2 og! 90 ds. 


4 n r on 


27 


r désigne alors la distance de l’élément ds qui a pour Coor- 
données a, b au point intérieur (x, y). Soit g la fonction de 


Green qui sur le contour S se réduit à log’, si l’on applique le 
q 8. PPHq 


théorème de Green aux fonctions w et g, mais, pour un con- 


© ) 
tour S'très voisin de S et intérieur à S, on a 


U' et G désignant les valeurs de w et g sur le contour S/; en 
combinant cette équation avec (1), on a 


fè 


0 log - = 
(2) Pie U d [ur ds'+ Q, 


LP4 


Q désignant la quantité 


OU oU 
) =) — 4 — Pa (a per à 
Q 1h de G'ds 1 log- ds 


. ms à + I 
S1 l’on fait converger le contour S’ vers S, G' tend vers log- 
à 


et Q tend vers o; la formule (2) devient alors 


 log= 


(3) ITU U —— —lim m [USE hi 


L' — Traile d one VI. 18 
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XI. — Principe de Dirichlet. 


La formule (3) permet, quand elle existe, de construire 
une fonction harmonique dans un contour donné S, quand 
on se donne les valeurs de cette fonction sur ce contour. Il y 
a lieu de se demander si cette formule (3) qui peut servir à la 
définition d’une fonction w, quand on se donne U, ne défini- 
rait pas en tout cas une fonction harmonique à l’intérieur de 
S, prenant sur ce contour les valeurs données UÜ, auquel cas 
le principe de Dirichlet se trouverait démontré. | 

Ainsi, pour démontrer le principe de Dirichlet, il suffit de 
montrer que la fonction w donnée par l'équation 


I 
0 log- 
r $ ATEN. 
(1) TU / UÜ ds — lim fu On 4 


on à 


est harmonique dans l’aire limitée par S et converge vers U, 
quand le point (+, y) converge vers un point du contour S. 
Occupons-nous d’abord de l'intégrale 


. jf log 
U me ds, 


4 


et cherchons la valeur qu’elle prend quand le point (x, y) con- 
verge vers le point (X, Ÿ) situé sur le contour S. A cet effet, 
partageons le contour S en deux parties, l’une infiniment 
petite, S,,contenantle point (X, Y), et l’autre, S —S, : la por- 
on de l’intégrale relative à S --S, est finie; nous la repré- 
senterons par P; l’autre relative à S, peut se mettre sous la 


forme 

ki ol - 1 ) 
) 102 — 02 

fi LE bp = TT ga = SUISSES 
da ; ÿ (772 r2 ) 


2 me US don hf .  S 


im ME 
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SI 


le champ de l’intégrale étant infiniment petit. Si l’on suppose 
U continu, la valeur de cette intégrale sera 


—— 
Ux fd'arctang 7 a, 


T— «a 


en appelant U, la valeur de U en (X, Y ): quant à 


EN 
f'daretang 7 —— 7 
DE 


_ c’est l’angle sous lequel on voit du point (x, y) l’are S,. Si le 


poiut(X, Ÿ)est un point ordinaire du contours, cet angle sera 
égal à x. Si(X, YŸ est un point où les tangentes font un angle 
a, l'intégrale en question sera 27 — 4, de sorte que l'intégrale 
relative à S, sera x U, ; en résumé, on a pour x = X, y — Ÿ, 


‘de I 
0 log- 
(2) U —— ds= P + rUx. 


Occupons-nous maintenant de l'intégrale 


V = [US ds ds’. 


Cette intégrale est prise le long d’un contour S'intérieur à S et 
infiniment voisin de S : nous supposerons S’ parallèle à $, et 
le point ( a’, b') de S'aura pour correspondant le point (&, b) de 


db _ db' 


S, en sorte que Ja € Ju + La fonction V est harmonique dans 


S et dans S’. Il pourrait y avoir doute à cet égard dans le cas où 
le point (x, y) se trouverait sur le contour S ; mais, en vertu 
du théorème démontré S IX, on peut remplacer G' qui est rela- 
tive à un point de S, par la fonction de Green relative à un 
point de S’. Calculons maintenant la valeur de V : à cet effet, 
partageons le contour S' en deux, l’un S° correspondant au 
contour que nous avons appelé S. tout à l’heure, et l'autre 
S'— S,; l'intégrale V, prise le rate de S'.— S,, sera égale à 
P ; il reste alors à évaluer l’intégrale 


= fus À ds 
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le long de l'arc S,. Or, le point (x, y) coïncidant avec X, Y 
O 4 3 J ? , , 
1 
on peut remplacer G' par log- ; et l’on a 


A] 


0 log 
V, = U' < ds 
drè 


e/ 


En transformant cette intégrale, on trouve, par un calcul 
analogue à celui que nous avons fait tout à l'heure, 


Le 
Vial d'arctang Érree 


ou 


Lee: 
RES 22 


L'intégrale est l'angle sous lequel on voit de X, Y l’are S; elle 
= si le point X, Ÿ est ordinaire et à & sl 


est donc égale à 
est anguleux; ainsi, en général, V, = — rUx, par suite à la 


limite 
vo U' e ds =P=nUsS 


De cette formule, de (1) et (2) on uré POUR 
u = 27 UXx, 


ce qui démontre le principe de Dirichlet. 

Ilest bien difficile de dire à qui nous devons la démonstra- 
tion du principe de Dirichlet, un grand nombre de géomètres 
ayant apporté des éléments à cette démonstration. La démon- 
stration que nous venons de présenter est en grande partie 
extraite de l’Ouvrage de M. Harnack : Die Grundlage der 
T'heorie des logarithmischen Potentiales, qui a réellement 


achevé la démonstration. 


XII. — Complément des théories précédentes. 
On peut donner plus d'extension au principe de Dirichlet; 
ainsi : 


Il existe une et une seule fonction harmonique à l’inté- 
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rieur d’une aire limitée par plusieurs contours (poly a- 
delphe) et prenant des valeurs déterminées sur les contours 
limitateurs (pourvu que ces valeurs n'aient qu’un nombre 
limité de discontinuités ou de maxima et de minima, et 
ne deviennent pas infinies). | 

Considérons, par exemple, l'aire ci-contre limitée par un 
contour ak f extérieur et deux contours intérieurs bcd, ghi: 


on la transformera en une aire à un seul contour (monadelphe) 
au moyen de deux coupures ab et fs, le contour unique 


Fig. r. 


| è Fe 
4 "he I l 
/ se, We 
bfd Ke 
| | LEPT. f 
dan ren 


sera abcdaefohifjka. La fonction w, harmonique dans la 
nouvelle aire, prenant sur l’ancien contour la valeur U et 
sur les coupures ab, sf la valeur V, que nous laisserons indé- 
terminée pour un instant, sera donnée par la formule 


| d log LU | 
AL AU EE MU E 
2TU : rie Es log SEA s 
#0 log: À 
2 97 1 OV 
+ V IDD se 6: 
‘ on D 7 Orte) 


formule dans laquelle 7 désigne toujours la distance du point 
5 J [l 
æ, y à l'élément ds et dans laquelle la première intégrale est 
? 1 Ï O 
relative au contour primitif, et la seconde aux coupures. 
Mais la fonction V étant arbitraire, on peut supposer 
qu'elle prend des valeurs égales sur les deux bords de chaque 


Dr: ONE 
coupure, ainsi que le rapport + il reste alors 
77 


(1) LAS (u an — log- — }ds. 
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Telle est l'expression de la fonction harmonique dans l’aire 
donnée et prenant la valeur U sur les limites de cette aire. En 
réalité, la fonction V n'est pas arbitraire, parce que w doit être 
continu ; mais elle n’a heureusement pas besoin d’être connue, 
puisqu'elle disparaît; sa valeur peut d’ailleurs être censée 
urée de (1). | | 

Nous ferons observer encore que le principe de Dirichlet 
se trouve établi pour des aires quelconques situées sur des 
surfaces de Riemann; car, dans la représentation conforme 
d'un polygone sur un demi-plan, nous n'avons pas supposé 
explicitement que les aires balayées par un côté du polygone 
donné pour passer sur le côté suivant n’avaient pas déjà été 
balayées par les côtés précédents. 


XIIT. — Conséquences du principe de Dirichlet. 
Taéorème 1. — Une fonction X + Y V1 synectique de 


ZT +Y\ 1,4 l’intérieur d’une aire À limitée par un seul 
contour, est bien déterminée quand on se donne la partie : 
reelle X sur le contour de l’aire À et la valeur du coe fÎt- 


cient Ÿ de | — 1 en un point intérieur xs, yo de l’aire. 
4 TRES D) 
En'effel on.a (t-I11p/225) 


: D OT SOX NOTE 
Lo ÔZ dy: YA LME 
si l’on différentie la première de ces équations par rapport à 
+, la seconde par rapport à, et si l'on ajoute les résultats, on 
trouve 

OU X LA 08 SE 


(2 = + —— —=0 
(2) 0x? 0y? 


ou À X — oO, 

on aurait de même A, Ÿ — o. Les fonctions X et Ÿ sont donc 
harmoniques dans l’aire A. Or, d’après le principe de Diri- 
chlet, 1l existe une et une seule fonction X harmonique dans 


DES FONCTIONS HARMONIQUES. 279 


l'aire À, prenant sur le contour de cette aire des valeurs 
données (comme il a été expliqué); X étant déterminé, les 


équations (1) montrent que 


Intégrant la différentielle exacte [en vertu de (1)| 


sue Lx + Das d 
dy dx LÉ 


on aura Ÿ à une constante près, qui sera déterminée, si l’on 
se donne la valeur de Ÿ pour une valeur particulière de 


ZT +Y et ou si l’on se donne Ÿ pour Z =%6, Y —Y; X 
et Ÿ ainsi déterminés, X + Y __ 1 sera une fonction synec- 
HUE JET + y | __ 1 dans l'aire A, X prendra des valeurs 
données sur le contour de À, Y prendra une valeur donnée 


en un point donné de cette aire. 


ÊN 


Taéonèwe ÎI. — Jl existe une et une seule fonction 
PEN 7, monodrome et monogène dans une aire À 
limitée par un contour simple, dont la partie réelle X 
prend des valeurs données sur le contour, dont le coefft- 
cient de | — 1 prend une valeur donnée en un point donné 
de l'aire À et qui admet en des points donnés de l'aire À 


des discontinuités données. 


Soient &i, &2, :-., an les points critiques de la fonction, 
donnés par hypothèse dans l'aire A; nous nous donnerons les 
discontinuités de la fonction en &;, @s, -.., &än en disant, par 

| LS A; À; 
exemple, queX+Yy I | Lies nt TES 


T — dj (æ & ai)? 


plus ni infini ni indéterminé en &@;; Ai, Aio, :.. désignant 
des constantes en nombre fini ou infini. 


La fonction 
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sera alors synectique dans l’aire À et bien déterminée, 
puisque, X prenant des valeurs données sur le contour de À, 
sa partie réelle prendra aussi sur ce contour des valeurs bien 
déterminées et que le coefficient de VE sera donné en un’ 
point de l'aire; X + Y Vox sera donc lui-même bien déter- 
miné. 
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VARIATION DES INTÉGRALES MULTIPLES. 


I. — Préliminaires. 


Nous avons vu que la recherche des maxima des intégrales 
simples était hérissée de difficultés. Celle des maxima des 
intégrales multiples est encore bien plus compliquée, vu 
qu'elle conduit à l'intégration d'équations aux dérivées par- 
elles d'ordre supérieur. 

Pour étudier les variations que subit une intégrale multiple 
quand on change la forme des fonctions soumises à l’intégra- 
tion, nous supposerons que les fonctions des variables d’in- 
tégration contiennent, outre ces variables, des paramètres &,, 
4, ... dont les accroissements produiront les changements 
de forme des fonctions en question et, par suite, les variations 
de l'intégrale proposée. 

Les différentielles totales relatives aux paramètres «4, 
4, ... seront représentées par la caractéristique à et porte- 
ront le nom de variations; les différentielles relatives aux 
variables d'intégration seront toujours représentées avec la 
caractéristique d. 

L'étude préalable que nous allons entreprendre doit être 
considérée comme la recherche de l'expression de la diffé- 
rentielle d’une intégrale multiple; pour y parvenir, nous 
allons résoudre successivement plusieurs questions. 


II. — Différentiation sous le signe ÿk É 


Pour différentier par rapport aux paramètres & une inté- 
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grale, on observe que, F désignant une fonction de æ, y, 3, … 


ee SAR 6 6 D 


Xi 1 x 
5 rar-| Fèr— f. 0F dx; 


70 LG 


par suite 


T4 Da A Ya Ti DA 
> | th Far dy =| æ f. Fay— f. ae à [ F dy 
x 70 Da Yo 


vo yo ZX 0 


ou 
x, Y L', Yi LA Y1 
> | ae) æ | Fay f ar] F y 
*Xo Jo Bar Sert 7 Lo Yo 
Là Yi 
-— [ [ ÔF dx dy; 
#7 Yo 


on a de même 


Ti Yi 31 Fa: 1 A 
Ô [ É [ F dx dy dz =| de f F dy ds 
ET de =, e Y zx 


TX Yo 


31 


Xi Yi 
— daæ hi dy | F Ôz 
H 4 Yo FE 
di Ja 34 
— Î 1h Î ÔF dx dy dz, 
Lo Yo <0 


et ainsi de suite. 
Üne expression, telle que 


Vi 


Lo 


peut se mettre sous la forme 
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on aura donc 


| 
ne 
& | & 
A eo 

O2 

à 
hace 

O2 
S | 
"T] 

Q 

S 


En général, une expression contenant des signes d’intégra- 
ton et de substitution mélangés pourra se remplacer par une 
intéorale multiple, que l’on saura par suite différentier par 

P'e, q P P 
rapport aux paramètres Œ. 


III. — Intégration par parties. 


L'expression 


Yo Zo 


en Yi T1 dv ] ] J- 
h be 1 [44 DR AT AY Œz 


peut être transformée de manière que p n'y figure plus par 
sa dérivée; en effet, on a 


0 ri ". 34 
= uv dy dz 
0x % gi 


so.) 


ya 3 .Y 1 Y 3 
” dy : Gi Oz +: f ‘dur E 
| Te ue dz su 72 uv . —- Je 1} res dy ds; 


’ Il Je 51 00 l l 
résolvant par rapport à LR OVELE OA 
P PP se J 0 d 


Yo 30 


vu 51 dy à A 31 Y1 dy FA 
(à 1 um dyds= [ 8 way ds] VA us dz 
Yo 70 SANT EE 0 4 
| #4 9 RE NT 
A cu] a) 1è =. dy dz, 
4 o 2 


L Z9 
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et en intégrant de æ6 à 4 


L1 NE 31 do Ke Ji 31 
Î il if gun dx dy dz — J à us dy dz 
TEL O END 30 É Lo 9 0 ne 
Ya A 
D Ê 31 
— dx] % uv dz 
F4 À ER 
# Ya ZQ 


0 


ue 


: RG 
il. de [° 2 up = 
Ja 
4 [ JE e de dy ds. 


ND 30 


IV. — Variation d'une intégrale double. 


Nous supposerons qu'il s'agisse de faire varier l'intégrale 


Li Ja 
u = | F(x,:y, 3;°p; GS COOP 
To Yo 


F désignant une fonction de la fonction 


0Zz 03 03000 2100: 
, S, t désignant — —, ——. Nous ferons 
0x ” dy” 0x1" 0x dy dy? 


z de TE eRP T, 


PR dF., CFO 
0x 0Y 03 0p 
0F 0F 0F 0F 
go Gr GS RES 


nous aurons alors 


a Ya 51 nE 
èu cl dr | F a+ | 2 Fôy 
: Yo To 


Lo Jo 


Li Y1 
if: dE dx dy(L33+ Pôp+Qôg+—Rôr+Sès+TÔ). 
Xo Jo 


Si l’on intègre alors par parties une fois les termes en ôp et 
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ôg, deux fois les termes en èr, ès, dt, on trouve 


Pet ne 0Q HU dS ,.T Rte 
dy Or? 0x dy Da) ss oé 


+[° 14 fo-r%in dx à 
0x 0x? 0x 0x 


OU LÉ “ Y1 
| F y de + | 1! F ôx dy 
JT 
y x 


Yo Vo 


La variation d’une intégrale triple contenant les dérivées 
5 l 
secondes d’une fonction w de æ, y, 3 est extrêmement com- 


pliquée. 


V. — Maxima et minima des intégrales multiples. 


Ce que nous venons de dire suffit pour montrer que la 
variation d’une intégrale multiple portant sur une fonction KF 
désw, 0,.#,...., fonctions des variables x, y, 3, ... de ces 
variables elles-mêmes et des dérivées de u, 0, #, ...,se com- 
posera : 

1° D'une intégrale sans signes de substitution ne conte- 
nant que les variations uw, 0, 0w, . .., sous forme linéaire; 

2 D'’intégrales mêlées à des signes de substitution conte- 
nant les variations du, dP, ..., et l-uür, curivées, avec les 
valeurs de 0x, 0y,.... 

Aux limites les coefficients de Ôu, dv, ..., dans la pre- 
mière intégrale seront nuls si l’on veut que la variation de 
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l'intégrale soit nulle; sans quoi, comme Ôw, dv, ..., sont 
arbitraires, on pourrait les choisir de signes contraires ou de 
mêmes signes que leurs multiplicateurs, annuler leurs valeurs 
aux limites, ainsi que les autres variations, et donner par suite 
à la varialion de l'intégrale une valeur différente de zéro. 

Il résulte-de là que, pour rendre une intégrale multiple 
maxima Où minima, comme on doit évidemment annuler sa 
variation, il faudra d’abord annuler les coefficients de Ôw, 
6P, ..., dans l’intégrale qui ne contient pas de substitutions, 
et annuler ensuite tous les coefficients des variations arbi- 
traires. 

Pour faire comprendre l'esprit de cette méthode, dont le 
principe est dû à Sarrus [Recherches sur le calcul des 
variations (Mémoires des savants étrangers, t. X, 1848 |; 
nous en ferons quelques applications. 


VI. — Surface à aire minima. 


ProsrÈme. — De toutes les surfaces que l’on peut faire 
passer par un contour donné, trouver celle dont l'aire est 
la plus petite. 


L'intégrale à rendre minima, en appelant 3 l’ordonnée de 
la surface, x, y ses deux autres coordonnées et en posant, 
conformément à l’usage, 


est 1C1 
u = [fVi RE dx dy, 


et, le contour par lequel doit passer la surface étant donné, 
on aura simplement à appliquer la formule (p. 209) 


AE RP OPUEON d 
= ff (a +) ar arts 


LL € | 


ss ptits 
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ce qui donnera 


. ñ / à ” ï 
Ou. = 4 d — Ê “4 SATA EE DERIR dy: 
0 Vp?+g?+i  Yp?+ gi: 


par suite, l'équation différentielle de la surface cherchée, sera 


Re 0 
Up gier 4% ypt+qg+ri 


(1) ou P p 7 


ou encore 


(2) (1 pt — 2pqs +(1+ qg?}r —0o. 


S1 l’on se reporte à l’équation aux rayons de courbure princi- 
paux, on voit que la surface à aire minima «a ses deux 
rayons de courbure égaux et de signes contraires. Nous 
allons essayer d'intégrer l’équation (1) : pour trouver l’équa- 
tion de la surface minima en termes finis, on observe que 
équation (1) exprime que 


3 


(p dy — 9 dæ)(\+p?+ g?) 


S 


est une différentielle exacte que nous appellerons du. Nous 
ferons alors 


dz = p dx + q dy; 


| DATES p ay SLA 
(3) 


supposons que par l’origine on mène une parallèle à la nor- 
male, sa longitude étant Ÿ et sa colatitude 4; on aura 


pi p?+ g?) ?= cosŸsinb, 


qg{i+p?+g?), ? = sinŸsin0, 


LÀ 
(1+p?+qg?) ?= cos, 


et les formules (3) deviendront 


du = sinÜ(cos® dy — sind dr), 
dz = tang0(cosŸ dx + sinŸ dy), 
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ou encore 


_ Fr Vi = pi dy(ep T1 + e-pV Tr — go (ee pe), 
2 = dao(epV-1+ 6-41) — dy(eu1 = ep) 
tang 0 TER 0 | 


En prenant alors E— x + y 4—:1, SF \ 1, ces for- 
mules se simplifient et donnent 


ee JE e-Ÿ V5 dt'e+Ÿ vi 

2 dz —- — 

2 — dé e-Ÿ V=12 ere 
O 


Nous poserons 
n=tangi6etV-1,  n'=tangiôe-YV=1, “yn="tang 10: 
ces formules deviendront alors 
duy—1(+n7)= 0" dé—n dE, 


dz(1— nn )= 1 dé + n dé; 
et en posant 


on aura 
dé — nn'd£ = 2n dé 


on tire de là 


(4) 
| 2 dé" = — —1' dt. 


dé et dé! devant être des différentielles exactes, on a 


I 
< n’ CU ; ï 


METTRE FT sA ) MRSE, 
DE 0€ ot 
ou 
dn 1 On CL SRE En 2 


PNA LETTRE HF T LOUE 
(114 Cort 114 n° 96€ 
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on en lire 

0007, VS ALLIOON On 

0 dE À 
à il . , x 0 
Comme nn —tang? Ü, qui n’est pas égal à un, on a . = 00 


donc n est fonction de € et n’est fonction de n. Ainsi 


C—=2f"'(n), L'=2/{n), 


on re de là 


(5) 3 = f(n)+ fn), 
puis (4) devient 
| PROS AB LA DEN ENT OA 
de +dyV—i= > 7 di fer 
ALES ner PV df À 7 df" 7, 
dx — dy ÿ—1 AN en dn — AT 


ou bien 


NA RE 97 Sn ( NÉS 
ade (+0) %5 dn+ (2 —n) SE du 


i 


(6) 
RP ON ERIAR MP ÉLEEA Naf, 
2 dy V—1 =(2 +1) di -(£ +1) da. 


Les formules (5) et (6) font connaître x, y, 5 au moyen 
A 0 ue (s] 

des deux paramètres n — tang- eV! et n/— tang- e #71, 
2 09 


: af df ‘ 
? AE BAT, er ! , 
Si Il on suppose Dur r— 0 ; dn 2 Œ, "0 ARCS CN à désignant des con- 


stantes, on aura 
z=an+an+const., 


r/2 2 
Ne re? fl] , lo ñ 
2x = &a'|logn'— — }+ al logrn — — } + const., 
2 1 


V—12y = a! (ogn'+ 2) — a (log _ n) + const. 
Oùn peut choisir nulles les constantes d'intégration, cela ne 


fait que transformer les coordonnées. 
L. — Traité d'Analyse, NI. 19 
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On obtient une solution plus intéressante en prenant 
J(n)=alogn, . f'(n)=alogr" 


alors 
3 = alogn +a'logr', 


() TANEETS ! () _ Æ: 
Remplaçons n par tang: eV, ,n par tang- € YŸV-1et a par 
Le 8V/—1, a! par a—f$y—1; nous aurons 
Ë ) 
2 — 2216gtang- — 260, 

Nu) ÿ AU ô . ! ñ oÙ L — Rs ! 
(7)! æ = —acot= cosÿ + f cot- sinÿ — a tang= cosy + Btang- sin, 
| 0 dl A û on & int A L ! 

Ve Mint SINnY + | COR er mer” "Lt SINY + | tone cosy. 


Prenons 5 — 0 


on aura 


. 


() 


s 00 logtang=) 


() () 
(8) { 5 = — a c0sÿ (rangs + cos); 


\ 


nn re 
= — a sinvltang COUR 
52 1 ce Ne 


par suile 


f 2 
Tr Vi (une: ne co: ) 


PA 


et, en éliminant 0, 


c'est l'équation d’une surface de révolution qui a pour méri- 


dien 


e2%X + e 2% 
2 


TT —2X 


cs S RAT 
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Ainsi, parnu les surfaces à aire minima on trouve la 
caténoide ou surface engendrée par la révolution d’une 
chatnette autour de sa base. 


S1 dans (7) on fait 4 — 0, on trouve des expressions de la 
forme suivante pour +, y, £ : 


= NY; 
œ = rcos(ÿ — p)), 
y =rsin(t — p); 


LA 
| 


r et p désignant des constantes, on peut prendre p — 0, ce qui 
revient à faire tourner l’axe des x et l’axe des y d’un angle p; 
l'élimination de r et de Ÿ donne alors 


dx 


z = Mmarctang “— 
 æ 


ou en coordonnées semi-polaires 3 — muw. C’est l'équation 
de Phélicoïde gauche ou surface de la vis à filet carré. 

On a beaucoup écrit sur les surfaces à aire minima, et 
l'intégration de leur équation a exercé la sagacité d’un grand 
nombre de géomètres, parmu lesquels nous citerons : Monge 
(Géométrie analytique) qui paraît être le premier qui se soit 
occupé de la question; sa solution a une forme symbolique 
qui la rend impropre aux applications; M. O. Bonnet qui à 
donné une méthode analogue à celle que nous venons de déve- 
lopper, plus directe peut-être, mais moins simple; Riemann, 
MM. Catalan, Sophus Lie, Enneper, J. Serret, etc.; enfin, 
récemment, M. Ribaucour a publié, sur le sujet qui nous 
occupe, un Mémoire étendu couronné par l’Académie de Bel- 
gique, et sur lequel nous aurons l’occasion de revenir. Nous 
donnerons dans le tome VIT une autre méthode pour parvenir 
à l'équation de la surface minima, qui nous permettra de 
trouver toutes les surfaces minima algébriques. 

M. Michael Roberts (t. XV du Journal de Liouville) 


donne les équations suivantes pour les équations d’une sur- 
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face minima : 


x V—1= cos) +cosu, 


k£'y V—i= sin} +sinu, 
z = fi En dÀ + [TFou du. 
K2+kK2= x. 


Ces formules se réduisent facilement aux fonctions ellip- 
tiques, et, si l’on pose sinÂ = snuw, sinu—=sn#,ona 


k'i=u+pe+Z(u)+Z(s). 


VII. — Surface minima limitant un volume donné. 


La recherche de la surface minima limitant un volume 
donné revient à la recherche du minimum de lintégrale 


dé Vi+p?+q?dxdy, 


[f= dx dy 


est constant, ou bien au minimum absolu de 


(1) u = ff +) du dy. 


sachant que 


Faisons varier cette UT : nous aurons 


du — IMAC P ds dx dy 
0x + gi 9 Vi+p+gi 
P à 
e a ER Ôz dx 
( + Virp+g ) 


F désignant pour abréger la quantité placée sous le signe 
d'intégration dans (1). 
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Quelles que soient les conditions aux limites, l'équation 
différentielle de la surface minima sera 


À désignant une constante; cette équation peut s’écrire 


Ne r(1+qg?)— 2pqs+t(1+p?). 


3 2 
CODES TT 


elle exprime que la courbure moyenne de la surface cherchée 
est constante : son intégration complète n’a pas encore été 
effectuée. 


VIII. — Principe de Dirichlet. 


S1 l’on admet, avec Dirichlet et avec Riemann, qu'il existe 
une fonction w capable de rendre l'intégrale 


I) [G)+ Ga) lee 


minima, celte intégrale étant prise à l’intérieur d’un volume 
donné W, et de prendre sur la surface qui limite ce volume 
des valeurs données, tout en restant finie ainsi que ses déri- 
vées à l’intérieur de W, il est facile de prouver que cette 
fonction est harmonique (p. 256), c'est-à-dire qu’elle satisfait 
à l'équation 

du du du 

dx? RE dy AA 02? 


A) ou PRET À 
En effet de (1) on ture 


Qu Q Ou ou « du GE ous du 
ON SE Gr cc CP ATEN ER D ) de dy dz 


et, en intégrant par parties en observant que du —0 à la 
surface, 


L sy AEUVE TL AU NS u 
id =— [ff (+ a a) ou dx dy dz, 


et le minimum aura bien lieu pour Au — 0. 
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Le principe de Dirichlet admis, il en résulte qu'il existe 
une fonction harmonique à l’intérieur d’un volume donné 


prenant sur la surface qui limite ce volume des valeurs 
données. 


Il n’en existe qu'une. En effet, s’il en existait deux, on 


pourrait les représenter par w et par u + w, et 1l est clair 
que l’on aurait 


ASU=10; A(u+w)=o, A2>W = 0, 


et w serait nul sur la surface limitant le volume donné W. 


Ceci posé, le théorème de Green démontré (t. III, p. 189) 
donne 


d2w 2 . 22 
IDE + FRET 5 : ) de dy ds 
uw) dw ‘ 
= [fo ayas+ [fu dx ds + [ fu Sara 
dw \ 2 dw \ 2 du 
SG) + GG) 1608 


Le premier membre de cette formule est nul, w est nul sur la 
surface qui limite W ; on a donc 


LIT) +) +) Tease 


ce qui ne peut avoir lieu que si 


du) ro du Ke du 
Dr OPNPONUE 


—= O, 


ou que si w est constant. Or il est nul sur’ la surface qui 
limite W; donc il est identiquement nul et w est la seule 
fonction harmonique dans l’intérieur de W, prenant des 
valeurs données sur la surface qui limite ce-volume. 


IX. — Application du principe de Dirichlet. 


Le principe de Dirichlet a de nombreuses applicauons à 
la Physique mathématique : nous indiquerons seulement 1c1 
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‘une seule application relative au changement de variables. 


Supposons que l’on désire substituer dans l’équation 


Qu au (ER 720 ATALE: 
(1) Do er ou RON 6 


aux variables x, y, 3 de nouvelles variables &, $, y : on obser- 
vera que (1) exprime que l'intégrale 


(2) à [ [ fau de dy a, 


: ou \? du \? du \? ù . 
DAT LS (à) + (5) + (5) est nulle; alors, au lieu de 


faire le changement de variable dans A, uw, on le fera dans 
A, u et l’on exprimera que l'intégrale (2) est nulle, en faisant 
usage des nouvelles variables. 

Le calcul est fort simple quand on a, entre les anciennes 
et les nouvelles variables, les relations 


[ dx 08 da dB 0x of 
Deer _ 03 0z 


(3) 0x 0x dy dy oz 0z 


el, par suite, 


du \? du \ 2 du \? 
: au=(5) Ma+() np+(S) AY: 
S1 l’on pose alors 
OCP-VR ES) 
Dee 
(a, B, Y) 


l'expression (2) devient 


du \? du \? du \? 
JS (x) sia+(3) nB+(S) sy | D da di dr; 


en l’égalant à zéro et en effectuant l’opération à, on trouve 


®] du 0 ou 0 ou 
(4) A(uaD)+(ueDé)+E(ar.DE)=0 
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S1, par exemple, le changement de variables consiste en une. 
transformation de coordonnées rectangulaires en coordonnées 
polaires et si l’on a 


æ =rsin0 cos®#, y =rsin0 sin, 3 = C0, 


on a 
Dir2s100; 


et la formule (4) devient 


AN no 2% ARS 0 2% Non 1 ou MA 
or\" *" or 96\°" 06 04 \sin0 94 Ee 


0 
Ge 7 Gr 0e ON D ET 


X. — Sur les fonctions sphériques. 
1 
La fonction u—=[(x—x}+{(y—y'}+(z—7}?] ? 
satisfait, comme il est facile de le voir, à l'équation A,w = 0; 
la vérification de ce fait ne présente aucune difficulté. Si l’on 


pose 
æ = rsin0 cos, y = rsin8 sin, Z'=\r 6080) 
æ' Tr sin 0 cos dy = "7 sn 0e In B'= TNONRE 
on aura 


1 
(1) u=[r2—2rr'(cos0 cos0' + sin6 sin 0 cosb — Ÿ) + A le 


et w salisfera à l’équation (a) du paragraphe précédent, à 
savoir 
(2) CAE DU TOR ER A 1° 40w x 
2 — D — + —— HR = = 

Or? Or 00? 00  sin20 od? < 
et la fonction w tirée de (1) satisfera à l’équation (2). Suppo- 
sons 7 —1, r/<C1;4 se développera en série convergente 
comme 1l suit : 


9 


(8) u= Po+ Pr + Por, + Pr +... 
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P, désignant ce que devient le polynôme X, de Legendre 
(t. V, p. 187) quand on y remplace x par 


cos 0 cos0"+ sin0 sin 0’cos(d — L'). 


Tirant w de (3) pour le porter dans (2), en observant que le 
coefficient de 7”? doit être nul dans la résultante, on a 


®P» 


oP ON Las LA 
/ ( NT : NT 
(4) ATE D CODUIES— 


06  sin?6 ob: 


+ m(m+i1)P,}} = 0. 


P,, est une fonction entière de sin cosŸ, sinÿ sind et cos; 
mais ce n’est pas la seule fonction entière de ces quantités 
satisfaisant à l’équation 
OU oU I do U à 
5 COS 0 ns 2 Lom(m+1)Ù = 0. 
(5) 98 00 ‘ sin20 0? tr 
On appelle fonction sphérique du degré m toute fonction 
P q = 
homogène, entière et de degré mn des quantités 
$ ) 8 


cosÜ, sin0 cost, sin0 sind 


satisfaisant à l'équation (5). P,, est une fonction sphérique 
du degré m. 

Il existe 2m+1 fonctions sphériques distinctes de de- 
gré m. En effet, une fonction sphérique de degré m est une 
fonction homogène de +, y, z, dans laquelle on supposer =1, 
et qui satisfait à A, — 0. Si l’on écrit qu’une fonction sem- 
blable satisfait à A, & — 0, on aura à égaler à zéro les coefi- 
cients d’une fonction homogène de degré m — 2, ce qui don- 


(m—i)m (m—1)(m— 2) 


or équations entre coefficients; la 


>» 


fonction sphérique ne contiendra donc plus que 


—(m—i)m+<(m+i)(m +) 
2 


MAI USE | 
coefficients arbitraires. Il est bon d’observer que, si 


a+ $2+i1—=o, (ax +By+z}" 


satisfait à Au—o et (asin0 cosŸ + 8 sin 8 sin Ÿ + cosÜ})" 
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estune fonction sphérique du degré m. Une somme de 2 » +1 
semblables fonctions sera la fonction sphérique la plus géné- 
rale. 


XI. — Propriétés des fonctions sphériques. 


Rappelons que le théorème de Green (t. TL, p. 189) con- 
duit à la formule | 


d6 du dp du Jp du 
ou WARRE ma 0e oi) ddr ds 
du du du 
| = fo a as+ [fo Sara: + 9 == dx dy, 


si l’on a A,u — 0. L'intégrale triple est relative à un volume W 
limité par une surface S et les intégrales doubles sont rela- 
uves à cette surface S ; la fonction + est d’ailleurs quelconque 
(æet », bien entendu, sont finies et continues, ainsi que leurs 
dérivées premières et secondes dans le volume M 

Désignons par a, 8, y les angles que la normale extérieure 
à la surface S en x, y, 5 fait avec les axes de coordonnées. 
Soit On un déplacement effectué dans le sens de cette nor- 
male ; on aura 


et, en appelant dS l'élément de surface S, 


1 


ds dy = dS cosa, dx dz = dS cos8, dy dx = dS cos}, 


la formule (a) pourra alors s'écrire 


@) [IT D D ge De ) de dy ds = [fo as, 
et l'intégrale double devra être étendue à toute la surface S 
qui limite le volume W. 

Appliquons maintenant la formule (b) en prenant pour 
surface S une sphère de rayon 7 contenant dans son intérieur 
le point (x’, y’, z!) et soit 


HÉPNEE 


EE SP 
as 
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Y » désignant une fonction sphérique d’ordre m ; nous aurons 


ou ou ' 
= = = MAIBSI Ye 


on or 


D'un autre côté, soit 


6 =[r2— 2rr'(cos0 cos0' + sin0 sin0'cosY — 4’) + r'? | 
LA ! 
{ 7% pr 
— ! D ! . 
Mb Pa. Mhésiieleiss 


r ri+1 


dv dP Po 2 


on 0 r? rè 


mnt LEE, 


DL PLANS» 


r'n+2 


TA LE. 


la formule (b), en observant que 


dS = r?sin0 dû dy, 


devient alors 


Feb ES  (m+a)Prr 
I 1 ps r? 


NT 4 4 on or ’ . ! r! 

oeres r'm By | Y y r+1 sin Ô 40 di = {7 rm 12e 
! y : Ji (RER BA y] _ al 

me désignant ce que devient Y en x'y'z". En supposant r — 1 

et en égalant les coefficients des mêmes puissances de 7’ dans 

les deux membres, on trouve les deux propriétés fondamen- 

tales des fonctions Y». à savoir 


(10) Jk 


2T Lis 4T 
no j) 1 y Yon Sin 0 d9 dÿ = TE Y, 


et, en particulier, en prenant Ÿ,, — P,, et en observant que 


Pr—1pourxz—x,y—Y,3—7, 


l 


HR 
[ P y Ym Sin 0 dû dY — 0, 
70 


2T 


! 
» > 
opour mzm 


2% AT 
PP» sin0 d0 db — T 
| %l f MSP SR pour m'= m. 


PS | 


300 CHAPITRE VIII 


XII. — Développement en série de fonctions sphériques. 


Si une fonction f(0, Ÿ) est développable en une suite 
limitée ou illimitée de fonctions sphériques, on aura 


FO, L)= Yo+ Yi... + Yi +...; 
si nous multiplions les deux membres de cette formule par 


P, sin0 dû db et si nous intégrons de o à x par rapport à 0 de 
0 à 27 par rapport à Ÿ, nous aurons, en vertu de (ro)et(11), 


2H 


ï nl 
[ fe P;f(0, L)sin0 d0 dt — LEE Yo 
not as 21 + 


d’où, en changeant 0 en f/, Ÿ en d’et vice versa, 


DITVETAL o qu 
Ve f sf C0", Ÿ'}P4 sin 0’ dd dy. 
LA 0 0 


Quant à P, il est évidemment symétrique en 4, 0! et à, Ÿ/. 
Ainsi, quand /(0, d)est développable en une suite de fonctions 
sphériques, il ne l’est que d’une seule manière. 

Si, dans la formule 


ë ie u ILES F5 , 
fæ)= Xe Xof(a)de+...+ 2x, x CEE 
si e/ —] 


démontrée p. 197,t. V, on fait x — cosy, et, si l’on désigne 
par l, ce que devient alors X,,ona 


c 


FRS Dre rs f. f(cosy)Fx siny dy 


0 
ou, en remplaçant (cos y) par o(y)et y par y sous le signe /, 
DITACEFT v re ' ? 
o(Y) De ie [ T,o(y") sin y dy; 
0 


faisant enfin y — o et observant que l, pour y = o est égal à 
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X, pour æ = 1, c’est-à-dire est égal àun,on a 


ri T 
s AOREN ERA 
(12) (0) — D f T,o(y)siny' dy". 
0 


2. 
0 


Soient maintenant y et Ÿ’ deux coordonnées sphériques, et 
F(7y, 9”) une fonction ayant, en chaque point y, dde la sphère 
de rayon un, une valeur bien déterminée : alors F(0, d/) aura 
une valeur bien déterminée, indépendante de d/; car o et 4/ 
sont les coordonnées du pôle nord de la sphère, et 4/ y est 
indéterminé. Posons 


2T 


(y) = [ F(Yy, 4) dd”, 
: om J, 


et appliquons à cette fonction la formule (12); nous aurons 


2T 
T 


: ! RL SUITE ne ! | 4 F4 1,/ , L 
au F(o, d’) db En f f , F(y', Ÿ) dY'sin y dy. 
0 


© 0 AU) 
0 


Le premier membre de cette équation est indépendant de {/: 
sa valeur est donc F(0, Ÿ/), où d/ est arbitraire, et, en dési- 
gnant par ds l’élément de surface sphérique dY'siny'd;", la 
formule précédente revient à celle-ci 


F(o, Ÿ') — Sant ffrr(y, vas 
0 


l'intégrale double étant étendue à toute la surface de la 
sphère. Cette formule peut s’écrire autrement : soit N le pôle 
nord de la sphère, M un point quelconque de coordonnées 
', Ÿ’. Soient F, la valeur de F au point M; X,(x) la fonction 
de Legendre; on pourra l'écrire 


Fx =D ff xuCcosMN)Fs doy. 


Changeons de coordonnées et prenons un nouveau pôle os 
soient 0, dles coordonnées du pôle N dans le nouveau système 
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de coordonnées, et 4, Ÿ/ celles de M;ona 


2T 
F(9, Def vs Xh[cos0 cos0"+ sin 0 sin 0’cos(d — 4”)] 
x F(0', 4”) sin0'd0"d\" 


ou, d’après la définition même de la fonction P,, 


Le) 


27 +] Me L 
F(0, pt [Par (6, ÿysing'at au. 


us ie F4 e 
0 0 0 


C'est la formule que nous voulions établir; elle est due à 
Laplace; la première démonstration rigoureuse que l’on en ait 
donnée est de Lejeune-Dirichlet (Crelle, t. 4). 


®u du Au 
0x? 0y? 03? 
dans quelques cas particuliers. 


XIII. — Intégration de l'équation 


— O0 


Nous allons nous proposer d'intégrer l'équation 


du CR d2u 
da? dy? 03? 


— O, 


de manière que la fonction w prenne des valeurs données en 
chaque point d’une sphère de rayon R dont nous mettrons le 
centre à l’origine. 

Soient r, 0, Ÿ les coordonnées polaires du point (x, y, 3); 
Y, désignant une fonction sphérique, r Y, sera une solution 
de l'équation proposée, et, en désignant par A,, A:, ... des 
constantes, 


A0 Yo + A: rYi+. . He AnTrY, +, . 


ou simplement 


7 nm 


pa at... 


Lire 
Vo+ E Yi+...+ 


sera encore une solution de l'équation proposée; il ne reste 
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plus qu’à déterminer Y,, Y,, ..., de telle sorte que, quand on 
fera r = R, la suite précédente, ou 


Yo Yi. + Yn+..., 


se réduise à une fonction donnée f(4, d); pour cela il suffit 
de prendre, en vertu de la formule établie au paragraphe 
précédent, 


| 2T À 
es ul [Past y')sin0'av ay. 
0 Le 


4T : 0 


La solution cherchée est donc 


Ç AGENT Er RE : 
4 CA ' r ! CRATINOE 
de Free Te f Phf(0, Ÿ')sin 0" 40" di". 
0 


Cette solution remarquable est de Laplace, et c’est la seule 
qui reste finie à l’intérieur de la sphère. 


XIV. — Quelques lemmes. 


Avant de faire une dernière application des principes 
exposés dans ce Livre, nous allons établir une formule qui 
va nous être utile. 

Un point dans l’espace peut être déterminé par l’intersec- 
tion de trois surfaces homofocales du second degré (p. 321, 


PULL: 


x? KL l 2 22 

TES. Ï x + : == | 
TN CENTS ONE EE | k 
dv? v2 22 


+ — + A, 


pp do —— = } =] 
PT NTELE TRE ET ERr PER E 

Quand on se donne les paramètres À, 1, y, les surfaces pré- 
cédentes sont déterminées et elles fournissent un point 
(æ, y, =); réciproquement, quand on se donne #, y, 3, À, u,7 
sont déterminées ; aussi À, 4, y jouent le rôle de coordonnées 
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et peuvent servir à déterminer un point dans l’espace ; 


sont les coordonnées elliptiques de ce point. 
On a d’ailleurs trouvé (p. 323, t. IT), 


(a?+))(a?+u)(a?+y) 
(a?— b?)(a?— c?) 
= Gb? A )(02 LICE 
PT TE — a E CU 
__ (et X)(ci Hu) (cs 
(er ae? — 0?) 


SR , 


Si l’on forme la quantité 
Où \ 2 OX dÀ \ 2 
ie (2) GE 
on trouve 


4(À+ a )(À + b?2)(À + ce?) 


HT na» 2 
À AC AIRPORT 
D — 
(u—v)(u— À) 
vi Lg ANS ASE }(v + c2?) 
(Y—2À)(Y—H) 
BE 
x æ æ 
2(a?+}) 2(a+u) 2(a2+v) 
0(7,Y, 2) tn SE ae Eu “à 
O(À, UV) 2(02+ À) 2(b2+u) 2(02+y) 
z z 3 
2(C2+ À) 2(c2+u) 2(c2+v) 
ou 
nn 2% (A p)(u—v)(v —2À)(b2— c2)(c2 — a?)(a? Me 
JO) F() 
en posant 


J(u)=(u+a?)(u + b?)(u + c?) 
et, par suite, 


4 1 OR ESNCE7S 


8 Yf(S(H)S(v) 


ce 
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Nous pouvons alors former avec les variables À, 4, y l’équa- 
tion A, u = 0 ou l'équation (4) du $ IX (p. 295), qui devient ici 


f(À) u * 
AIT DIV Eee) Eee 
f'(X) du (A) du 
IL — (ue — mans 0e 
our Vo $ 


Posons 


SC ARTE. DR End à 
D NE VAR. à V0) 


nous aurons 


Au _ 0 [du nt du F'OD 
ET os 5 VIT | = RCA ESS ne ) 


2 


el l'équation précédente pourra s’écrire 


Nous aurons encore besoin plus loin de savoir faire le chan- 
gement de variable suivant 


x? 7? 3? 

» Lx 

di + À ba 4) CREER 2 
æ? 2 Z? 


s Hs Dur ee 
2H bin c++ 


ce sont les équations de trois surfaces orthogonales. On en 


ASS (a+ ))(a? +) 
M'A) 


ure 


de” (b2— a2)(b2— c2)° 


# = À)(ce? + - 


A 
| 
_ 


(er aies D 
L. — Traité d'Analyse, VI. 20 
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Calculons d’abord dx? + dy? + dz? : nous aurons 


par suite 


4(dx? + dy? + d3?) 


+ À T2? h 2 ; g?2 
dr? + d}? sr a ET T RE + = a 


Posant 
f{p)={(p + a?)(p + 067)(p 00 
On a 
p=) 

2? 2 32 0 2 p) ga 
ee / PE PAC UT Le ( à 24 TE ) 
(a2+))? (b2+)}  (e2+2} _ d\a+o b+s  c+b, 

p—=À 

| d (p— (ep) y 
dp Je) 
Ài—u 
JA) 


À est une constante par rapport à p que l’on détermine en. 
observant que, si l’on multiplie par p la quantité sous le signe 


0 y a + \ 
re elle se réduit pour 9 — w à r?; donc À — 7° et l’on a alors 
û 


5 2(À — y) Eaux, 
4 2 + dy? + dz?)\ = 4 dr? l)2 LSMET TRES 
CHERE QE A OCR ES 
NE O0 PO 
A  — AA 1. U — 
1/7 1 FA 1 TO ET Ait 72 r'(u— 1): 
7: À — 4 


Nr) 


L'équation (A;u = 0) devient 
LA line À— 1 AE 5 | FOR re 2 ar Cu) “| - 
4 VfOf(u) 2 FC) 02. FQ) dy 
ou bien encore 
An RE E)+ V7 a NAUES 
— VF) 5 [70 SE] =0: 
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Les calculs que nous venons de faire seraient inextricables 
si l’on n’employait pas l’artifice que nous venons d'indiquer. 


XV. — Problème de Lameé. 
Lamé s’est proposé d'intégrer l’équation 


1) CRU A E LŒu 
L : ‘ Tr 10; 
3 0x? 0y? 0” 


de manière quela fonction w prenne sur la surface de l’'ellipsoïde 


2 2 = 
T° Ve æ 


! —— 


2 2j: 

a? + y b+ y C2 + y 
des valeurs données et reste finie et continue, ainsi que ses 
dérivées à l’intérieur de cette surface. 

Changeons de variables et prenons des coordonnées ellip- 
üques (voir p.303), définies par les équations 


x? y* z? 
+ — S 1 
a? —- / bd: Ca À c? —— À ; 
x? 2 2°? 
(2 ( Re = p 
9) + 2H  c'+h ; 
| +2 Fe v? 3? 
= À 
| A+ br y Lx: ra 
L’'équation (1) pourra s’écrire 
qu I ne u I du I 


— O 


da? (A = u)(X—v) 7 087 (Hu —v 0 EG —NO—u 


OHCTICOrE 
du SrO2u du 

(3) (t& —v) de ice) mece ( RE = O, 
en posant, pour abréger, 

ox I 

ES IS À 

À  ÿ{A+a?)}(À+b)(À +e?) 
(4) 08 I 

— — Re ses 9 
" de yiu+ra)(u+8)(u+ ce?) 

0Y I 


0) VC + a2)(v )(v + 0?)(v + ce? É 


308 CHAPITRE VII. 
et c’est l'équation (3) maintenant qu'il faut intégrer, de telle 
sorte que, pour y = 0, w se réduise à une fonction donnée 


FO y) où (a, 8). 


Essayons de satisfaire à l'équation (3) en posant 
u — LMN, 


L étant fonction de À ou de seul, M étant fonction de w 
seul et N fonction de y seul; on aura 


SL Let 
Lou (4 V)T M op 


V— À)+ 


1 ON 
k N ‘57 VENISE 


cette équation sera satisfaite en prenant 


2L , 

APE =(g\+h)L, 
(5) 4 (su + A) 

a =(gv+/h)N, 


el ces trois équations détermineront les fonctions L, M, N :: 
nous supposerons g et constants. 

Occupons-nous spécialement d’une de ces équations, de la 
première par exemple; on a 


2? L Ke ®) (ee 0) 
da? 02 \ dÀ Ga) 

2L ee \2 oL d2 À 
et Va RAS Ie à al qe 
012 \ 04 OÀ 0x? | 
2 L oL (: 


2 na ip 2Y (À 2,1) 2 pa 
a + a?)( AAC es D x 


formule où 
À = a+ b?+ c?, B = bc? + c? a? + a2b?, C = a? b? c?, 
et la première équation devient 


o?L I oL 


6 À ke 
(6) ae À te 


JO) —L(g1+ h}= 0! 


où l’on a fait 
fQ) == (À —+- a?)(À nu b2)(2 —+- ca 
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XVI. — Fonctions de Lame. 


Reprenons l'équation (6) du paragraphe précédent 


®L 1 oL 


(6) CA) + My ee AVE UE L(g\+h)=0o 


et cherchons la forme qu'il faudrait donner à g et à pour 
faire acquérir à cette équation des solutions entières en À. 
Supposons que » désigne le degré du polynôme L : Le premier 
membre de(6}sera de degré nr + 1; pourque cette équation soit 
satisfaite, il faudra d’abord que les termes en X?#t soient nuls, 
ce qui exige que 

n(n—1)+in—g—=0, 


\ n(2nr KI > 
Du Ds EVE Remplacons g par cette valeur dans (6)et 
2 


employons maintenant le d pour désigner les dérivées; À étant 
dorénavant seule variable indépendante, cette équation (6) 


deviendra 
æL el: n(2n +1) 
(7) nd LÀ DE SOL ED à + 4] = 0 


Si l’on pose alors 
L— À72 Lar-1+,.. + a, 

et si l’on égale à zéro les coefficients des diverses puissances 
de À, on aura n + 2 équations, dont la première, identique, 
servirait à déterminer g et dont les autres servent à calculer 
Ai, A, «.., An et À sans ambiguïté. Les polynômes L, que 
nous venons de définir, sont ce que l’on appelle les polynômes 
de Lamé. 

Nous désignerons par L,, L», ..., L, les polynômes de 
Lamé correspondant aux valeurs 1, 2, ..., n du nombre 
entier 7» et par A, >, ...,h, les valeurs correspondantes de 
h; nous aurons alors les formules 


CT ee : 
LE SO) + DE PO) —L à | 


d’'L, I F m(2om +1) | 
— 7" FAX ) Lp| —— À + /hm |=0o. 
FA + 1 DE CERSS | à + À 0 


n(2n +1) à + | =, 
2 


310 CHAPITRE VIII. 


Multiplions la première par L,,, la seconde par L, et retran- 
chons : nous aurons 


d2 LR d? ES 
(Le D — In et ) F0) 


I dL, _. 
:e (En GE : mr (2) 


d FX Li 4 


BTE ES Ne Ta 1) VEUT in | ee 


2 


ce que l’on peut écrire en divisant par VfQ) 


Le Ale 
7 [70 (L nm SE L, dÀ )| 


rs LL É Re  … 


VJ (À) Ë 


Intégrons maintenant entre deux limites qui soient racines 
de f(À)= 0 : nous aurons 


Le ft EE lim | . 


Lynn La = m(2m = À 


VA 2 2 
4 L»h = 


VA 


Changeons dans cette formule À en x ou en y; nous aurons 


is hin) dXE0) 


Mh»M» ES +1) # m(2m + >| LA 


Vf(u) É 
M m M} 


VC 


en multipliant en croix ces deux formules après avoir fait 
passer les seconds termes dans le second membre, 1l vient 


L,.L,M.M 
(8) Ile en mnt nm mnt IT (2 lens ui.) d) dy. se O. 
VF) (HE) 


Cette propriété des fonctions de Lamé permet d’intégrer 
l'équation (1) ou (3); en effet, posons 


(ln — lim )dy Vu; 


M > By L,, My» Nr, 


VARIATION DES INTÉGRALES MULTIPLES. 311 


B,, désignant une constante; cette valeur de w satisfait, quelles 
que soient les constantes B, à l'équation (3) pourvu que le 
second membre se compose d’un nombre limité de termes ou 
soit convergent. Si l’on veut que la fonction w se réduise à 
une fonction donnée F(X, &) de ketu pour y — 0, c'est-à-dire 
sur la surface de l’ellipsoïde 


il faudra déterminer les B de telle sorte que l’on ait 
F(À, .) RE > B » Lyn Mn Nm(o ). 


Tout se réduit donc à développer la fonction F(X, 4) sous la 


forme ÿ A, L,M,,. Or, si l’on pose 
Ï 
LL EX © 


[F (A; Wu) = > À y Li Mon 


ER | 


et si l’on intègre les D membres de cette formule après 


\)/ (1) 
_. My 


LM, F(X, tm) < 
(À — )d) dis 
JJ VOIR) 


A ff L2 nee 'E a) dx du, 
VO fu) 


Am 
Ny(0) 
Cette solution est évidemment très élégante; mais elle 


l'avoir multipliée par Je — 1) dX du, il vient, en 


vertu de (8), 


d’où l’on tire À, et, par suite, By — 


repose sur une hypothèse, à savoir la possibilité du dévelop- 
pement d’une fonction arbitraire de À et 1 suivant les pro- 
duits des fonctions L et M. Nous allons essayer de démontrer 
la possibilité de ce développement. 

S1 cette possibilité est établie, la solution précédente sera 
la seule qui reste finie à l’intérieur de l’ellipsoïde, en vertu 
du principe de Dirichlet. 
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XVII. — Complément de la théorie précédente. 


Reprenons la formule (5) qui sert à définir la fonctuon L, 
à savoir 


SO) JO) = L [ED x 7 


02? 


el que l’on peut écrire 


Fo <| D | E— de 
VO) = VO) = L| SNS 


on aura de même 

VfCu) — Se [V7 $ | = M Eee u+n |; 
on déduit de ces deux formules 
| 70 & [ | 


(9) : 
sn RUES [7 De = = LM(X =) ue 


D'un autre côté, si dans l’équation A, u — o on effectue le 
changement de variable donné par les formules 


2 2 -2 
T ; 14 , 3 Le 
9 5 En É R 
DEC} PAR C2 + À 
x? r2 g2 
rase un 


on trouve (p. 305) 


Pa “ HU (F 1 


| = VfO) AE V0 2 [ve 1] =0 
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Posons dans cette formule # — r?*Y, Y désignant une fonc- 
tion de À et x seuls, on aura 


n(2n +1) 
2 


7: Y(À— p) 
11) L 
L 7m MOSS |-VeE[TeSl 
Cette équation est identique à (9); donc la fonction LM satis- 
fait à cette équation (10); mais cette équation (10) est préci- 
sément l'équation à laquelle satisfait la fonction Y, de 
Laplace. En effet, l'équation (10) est l'équation A,u, dans 
laquelle, à la place de x, y, =, on a mis 7, À, u ou, si l’on veut, 
celle que l’on obtiendrait en remplaçant +, y, 3 par 7,0, , 
puis 0, d par À, u; (11) est donc bien l’équation d’une fonction 

de Laplace d'indice pair. Si donc LM est entier en 


cosô, sindsinO, cost sin0, 


toute fonction de À, 4 sera développable en série de fonc- 
uons LM et les hypothèses du paragraphe précédent sur la 
possibilité du développement que nous avons employé seront 
justifiées; or LM est une fonction entière de degré pair de 
À et & et, comme on a 


(A+ a2)(u + a?) 
(a? — b?)(a?— c?) 


MerCOsVsnt= r 


LM sera aussi une fonction entière de cosÿ, sin sin, 
et sin 0 cosd. Ainsi se trouve justifiée la belle analyse de 
Lamé. 


XVIII. — Surfaces isothermes. 


Si l’on considère une fonction w satisfaisant à l'équation 


ou o2u au 


I Ra ae - 
(r) 0x? dy? 03? 


=) 0 ou Au—=0o 


et si l’on égale cette fonction à une constante s, on obtientune 
famille de surfaces que, pour des raisons tirées de la Physique, 
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on appelle surfaces isothermes ; e est alors le paramètre ther- 
mométrique de la famille. Voici quelques exemples de sur- 
faces isothermes algébriques simples 


ayz + 0x3+CTY =". 
Considérons une équation de la forme 
(2) RACINE Z, 4) = 0, 


et cherchons la condition pour qu'elle représente une famille 
de surfaces isothermes. 

Il faut alors qu’une certaine fonction s de la valeur de & 
ürée de (2) satisfasse à l'équation A,e = 0. Orona 


€ de da 


0? € d?E (SE) de d2a 
—— L2 


0x? da? \ dx da 0x2? 
donc 
d2e dE 
Age ; A,a+ — AÀ,a. 
da? da 


Pour que A,e — 0, il faut que 


Aa de. de, 

A, 4 We Noa ot 
: , . A» [44 
or, le second membre étant fonction de a seul, le rapport res 
1€ 


doit être fonction de a seul; réciproquement, si ce rapport est 
fonction de a, en désignant cette fonction par À, on déter- 
minera € par la formule 

10€ 0? 


à + — 0 
da da? à 


et la surface sera isotherme, car on aura A,e — 0. 


Pour trouver des systèmes isothermes, il faudra intégrer 
l'équation 
Au—='AjuF(u), 


F désignant une fonction arbitraire; changeons de variable 


Of) (0) ER f'O0 LAENT xs 72 FU) | d'u 
B)(u—v)(—2) JS. 
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dans cette formule et prenons des coordonnées elliptiques; 
pour cela, reportons-nous à la formule (21) du tome I, 
p- 2106; l’équation à intégrer deviendra, en adoptant les nota- 
tions des paragraphes précédents, 


VFCOS (FO) À JO) de 


 DIORESSs 


ou bien 


CIO ENTCEEIESS 
ee 1) 


On voit que cette équation est satisfaite en prenant w égal à 
une fonction de À seul, de & seul ou de y seul, en sorte que 
les surfaces du second degré homofocales constituent des 
surfaces isothermes, ce que l’on peut vérifier directement. 

On connaît un grand nombre de cylindres isothermes : 
les cylindres droits qui ont pour bases sur le plan des xy 
les courbes X —0, Y — o telles que X + Y /— 1 soit une 
fonction monogène de x + y (ere par exemple, sont des 
cylhndres isothermes. Les cylindres qui ont pour base les 
courbes d’égal module d'une fonction monogène sont égale- 
ment isothermes. Ainsi les cylindres qui ont pour bases des 
lemniscates homofocales sont isothermes. 


XIX. — Variation d’une intégrale triple. 


Nous terminerons ces considérations sur le calcul des 
variations par la recherche de la fonction « capable de 
rendre minima l'intégrale triple 


CCR 


Vaste 
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étendue à tous les points intérieurs à une certaine surface S, 
et de prendre des valeurs données sur cette surface. 


On a 


“ar [ ou x du OU LOU. OU NOUS Pas 
14 HIS (dr 0x 0y OV DE TOUS } < Y 


el, en intégrant par parties, 


v=— ff fou LA Tor 
TR JON re 
d TOOU 0 LOT 
be 1 03 | VAu oe ) | ses 


on aura la condition du minimum en égalant le coefficient 


O2 


de ÿu à zéro, ce qui donne 
I Set RE 
Va \ 0x “#7 02? 
AS du\? du Fo ou du du me + 
0x) ox? oy 03 o0y0z ‘| 


ou bien 


(1) ou Pad du \? a ou du du ne 
0x? | (dy ES | M 03 0Y.05 DORE 


S1 l’on se reporte à la page 438 du tome I, on voit que, pour 


exprimer que la surface f — const. a ses deux rayons de 
courbure égaux et de signes contraires, 1l faut poser 


08 08 , 0e 

dfii 7 0 f22 Of33 
formule où © désigne le hessien de f bordé avec fi, f2, fs. 
Cette équation développée donne 


(3 + f2)fun+.s—2fa fs fs —...=0, 


c'est-à-dire, à la notation près, l'équation (1), ce qui montre 


—= O, 


que si la fonction w n’est pas une constante, quels que soient 
x, Y, 3, en l’égalant à une constante arbitraire, on obtiendra 
l'équation d’une surface ayant ses deux rayons de courbure 
en chaque point égaux et de signes contraires. 
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Pour déterminer la fonction &, il faudra intégrer l’équa- 
uon (1), de manière que u prenne des valeurs données sur la 
surface S. 


XX. — Variation de quelques intégrales multiples. 


Progzime Ï1. — Trouver le maximum ou le minimum 
de l’intégrale suivante, où u est invariable aux limites 


ne ou \/n 
A PAT oo urdridrs dr, 
Cr 


On a 


, (7 0 LP \ du e 
OV — Re, Er T0 — +...—o0ou)dx,... 
: OT; 0T 


et, en intégrant par parties et en désignant 


ou ou 
A 3 he Th > per! 
0: dar 


V=—f f...üu. "ba (æ H-1) +. 


+ - (Tr Het) + 1] Lx. 


Ti 


par H, 


[12 


on obtient le maximum ou le minimum cherché, en annulant 
le coefficient de du, ce qui donne 


PERT 
4 /} 2 soma 
F ee 
OX; OT ; 


(n+1)Hu-1 + (m — D'RD7 


— 0 


ou 


n+I _ ou " + za du LA 
() mm — 1 2° xs ) RÉ ERET 


(dans l'équation précédente, il est clair que sous le signe D 


les coefficients des z;x; ou £2 j doivent être censés doublés). 
L’équation (1) est facile à intégrer : si, en effet, on pose 

n+I 

Ne" LA 


— — « et si l’on désigne par Ü; en général une fonction 
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homogène de degré Æ des variables æ,, æ, ..., æ d’ailleurs 
arbitraire, on aura 
== 0, —— 11e, 
(Jezzer, Calcul des variations.) 


ProgzÈëme Il — 7rouver le maximum ou le minimum 
de l’intégrale 


V = ff rm dstari(e, c)+BFi(c, a) + yYFS(@, 6], 


dans laquelle r est le rayon vecteur d’une surface le long 
de laquelle on intègre; ds est l’élément de surface; a, b, c 
les cosinus directeurs du rayon r et x, 8,7 les cosinus direc- 
teurs de la normale. Les fonctions F,, F:, F3 sont suppo- 
sées homogènes. La surface est assujettie à passer par une 
courbe fermée fixe. 


: OZ 0Z 
Si l’on pose p = ==) q — F6 appelant x, y, sles coor- 


données d’un point de la surface cherchée, on aura 


: F AN : FAN œ 
V Li pr (2 £)+a (2 2) Fe (F2) daæ dy, 
c’est-à-dire en observant que F,, F», F; sont homogènes, 
V= f [rip 5+4Fite &)— Fifa, nide dy; 


n désignant un nombre égal à m7 ou différent de m» suivant 
les cas, on a alors 


oV = ffnri-ts8c(pFi+ gli Fée dy 


x N F1 NE 
+ [ fr Cri 0q F2 + ee 03 + gq ce ès) dx dy. 


En intégrant par parties et en égalant à zéro le coefficient 
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LT . 
de 03 sous le signe ff; on trouve 


nrt-25(pFi+qF:—F;) 


0F; OF; ‘ D] 0 
Hrr|p—— > RS Nr EE (HP Ÿ— 0: 
4 (» 03 mi | D) SEA 1) TA SE 


en développant les calculs indiqués le premier membre se 
réduit à zéro. On tombe sur une identité; cela prouve que 
notre intégrale est indépendante de la forme de la surface 
passant par la courbe donnée : elle n’est pas par conséquent 
susceptible de maximum ou de minimum. 

Un cas particulier de la proposition que nous venons de 
trouver est celui d'une surface fermée : alors on trouve que 


[ fritaco + ot)+ BCat+ 6?) + (34 02)] ds — 0 


ou que . 


f ft + 2)+ gta + 8) —(y2 + at)] de dy =. 


e/ 


EXERCICES ET NOTES. 


1. Toute fonction harmonique dans un certain domaine est déve- 
loppable dans ce domaine en une série de [a forme 


Ug + Ui + USE EE hs 


un désignant une fonction harmonique entière, homogène et de 
degré nr. (Le théorème de Cauchy est un cas particulier de celui-ci.) 


9, La thèse de M. Riquier contient une-théorie très complète de 
la théorie des fonctions harmoniques à un nombre quelconque de 
variables. Un Mémoire de M. Poincaré (American Journal of Ma- 
thematics, vol. XIT, n° 3) contient une théorie des équations que 
l'on rencontre en Physique mathématique et qui sont analogues 
ASH = 0: 


3. S'appuyer sur le résultat obtenu $ XVII pour trouver, en coor- 
données polaires ou semi-polaires,, l'équation aux dérivées partielles 
de [a surface minima. 


# 


9 
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4. Trouver la surface qui, passant par uné courbe donnée, rend 
l'intégrale 


dk Vp?+ q?dx dy 


de es 0z: 03 
minima, p et g désignant LOuJOours —- » 
0x  0Y 


5. Si l’on applique la formule de Lagrange à l'équation 


HOUR bu \2 
u — t RER 47 ANS => à. l — O, 


/ \ 


on trouve 


le 


[ (1 — AT — by}? —(a?+ b?)(x?+ y? —1)] 2 = d anbrUmn, 


I I o'n+n (x? + y? PE 1) 
m'n! o"i+n dx dy" 2 


U mn —= 


les polynômes U,,, satisfont à l’équation 


Pu ns Au qu ; 
0x? re PO TRES ss 02 LEP 
— 5x ce OR . +(m+n)(mÆEn Pau; 
0x Ô0y 


le polynôme V,,», défini par l'équation 
(1—2ax—2dby+at+b}1z > ambn NV», 


satisfait à la même équation dont on a ainsi un grand nombre de 
solutions. Elle n’a pas d’intégrale intermédiaire : on a 


ff Din Us dx Ayo, 
[ [VunVes dx dy = O, À 


Er (m+n)! 
ur? \' Er dx dy = I l + 
k HU I er PUSILE 


Les intégrales sont prises dans le domaine défini par 


À nt a Abe SOU (HERMITE.) 


5. Les 


mn Se calculent en fonction linéaire des V,,n et vice versa 
(exercic 


s Ü 
e précédent); généraliser. 


tt Q—— 


ed 
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CHAPITRE IX. 


TRANSFORMATION DES FIGURES DANS L'ESPACE. 


I. — Homographie. 


ASS = Î f 22 È f [ EPA | PT À [ PU à 
point o(x, y, 23), y(x', y, 3), d(x',y', 3°) trois fonc- 
tions des coordonnées rectangulaires ou obliques d’un point 
S I P 
M'; x, y, = les coordonnées d’un point M. Si l’on pose 


(1) ARE o(æ", M z'), FE AC AN A z'), AE Lx", ÿ’, 9 


lorsque le point M'(x', y’, z') décrira une certaine figure F’, 
le point M décrira une autre figure correspondante F. Ces 
figures F et F' sont transformées l’une de l’autre par les for- 
mules (1). Nous ne ferons pas la théorie générale de la trans- 
formation des figures, et nous nous bornerons à l’étude de 
quelques cas simples. 

On dit que les deux points M(x, y, 3) et M'(x', y’, 7) 
engendrent des figures homographiques quand on a entre 
les coordonnées dés points M et M’, des relations de la forme 


! EL EDDY LiCs EL 


T = 20 y 
«a 2e b"y' + FEES E Pr E 


a'x'+by'+ cz + d' 


(2) (r= : 


ati 0e s Rd"? 


a"x'+ b'y'+ c'z' + d’ 
= ant ! 2 
1 x ER b a ra Ur + a A 


a, b, c, ..., d!' désignant des constantes. Si l’on introduit 

deux variables £ et L’ pour rendre les formules homogènes, 

les formules de la transformation homographique (2) pour- 
L. — Traile d'Analyse, VI. .. 
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ront se mettre sous la forme 


X/, Y’,Z/, T' désignant respectivement les fonctions linéaires 
ax'+ by +cz'+ di, ..., a"x'+ D'yc tres 
formules (3) peuvent être résolues par rapport à HAN DEEE 4 
el se transforment en 


X, Y, Z, T désignant des fonctions linéaires de x, y, 3, 
homogènes. 

Il est clair que, si æ, y, z, t, au lieu de désigner, ainsi que 
x’, y', 7, l', des coordonnées homogènes, désignaient des coor- 
données tétraédriques, les formules (3) ou (4) seraient encore 
des formules de transformation homographiques ; et, en effet, 
æ,9,3,t seraient des fonctions linéaires de trois coordonnées 
ordinaires 6, n, C3; X’, Y’, Z’ seraient également fonctions 
linéaires de trois coordonnées ordinaires E/, n’, €!, eu il est 
clair que l’on en déduit pour &, n, € des valeurs qui sont des 
fonctions rationnelles de £’,n/, € dont les numérateurs et les 
dénominateurs sont du premier degré. 

La formule 


peut s'interpréter en disant que, pour construire une figure 
homographique d’une figure donnée, on peut rapporter la 
première figure F à un tétraèdre de référence et construire 
une figure F’, qui, par rapport à un autre tétraèdre différent 
du premier, aurait les mêmes coordonnées que F par rap- 
port au premier tétraèdre. 

Voici maintenant les propriétés essentielles des figures 
homographiques : 

1° Les points à l’infint SR la figure F ont pour cor- 


respondants des points de la figure K' situés dans un méme 


à “2 


TRANSFORMATION DES FIGURES DANS L'ESPACE. 3923 


plan (qui peut dans certains cas être le plan de l'infini). 

2° Une transformation homographique r'altère pas le 
degré d’une ligne ou d’une surface. 

3° À quatre points en ligne droite de l’une des figures 
correspondent quatre points en ligne droite de l’autre et 
dont le rapport anharmonique est le même. 

La démonstration est analogue à celle qui a été donnée en 
(Géométrie plane. 

4° À deux points infiniment voisins d’une des figures 
correspondent deux points infiniment voisins de l’autre. 

b° Une transformation homographique n'altère pas 
l’ordre du contact des lignes et des surfaces, non plus 
que leurs singularités. 

6° Une transformation homographique n’altère pas la 
classe d’une ligne ou d’une surface. 


II. — De l’homologie. 


Si l’on pose 


! 


DC EN on 
(1) Des penis 


[ 


œI 


@ désignant une fonction linéaire de x’, y', z', les points x, 
y,setx',y',s! décriront des figures homologiques. L’ho- 
mologie est donc un cas particulier de l’homographie ; le plan 
@ — o de la figure x’, y’, 3! a pour correspondant le plan de 
l'infini dans la figure +, y, 3. Quant aux points situés dans 
le plan ® —1, ils se correspondent à eux-mêmes, puisque 
pour ®—1onax—x, y—=Yy,2—2.Le point &— 0, 
y'=0, 3:—0 se correspond d’ailleurs à lui-même aussi; il 
n’y a du reste que ces points qui se correspondent à eux- 
mêmes, comme nous le constaterons tout à l’heure, en indi- 
quant la construction géométrique des figures homolo- 
giques. 

Le plan ® == 1 est le plan d’homologie, l'origine qui se 
correspond à elle-même est le centre d’homologie. 
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L'étude des figures homographiques ne se ramène pas à 
celle des figures homologiques, comme cela a lieu en Géo- 
métrie plane, ainsi qu'il est facile de le constater en déplacant 
l'une des figures et en essayant de la faire coïncider avec une 
homologique de la seconde : on s’aperçoit ainsi que l’on n’a 
pas assez de paramètres à sa disposition pour effectuer la 
coïncidence. 

Les formules de l’homologie (1) peuvent s’écrire 


1 3 


elles montrent qu'un point et son correspondant sont en 
ligne droite avec le centre d’homologie. 

Une droite et la droite homologique rencontrent le plan 
d’homologie au même point. 

Un plan et son homologique rencontrent le plan d’ho- 
mologie suivant une même droite. 

Soient M un point (x, y, z), et M' son correspondant 
(x', y', z'). Soient O le centre d’homologie, I le point où 
OMM'rencontre le plan d'homologie ; soient N un point diffé- 
rent de M, et N’son correspondant. Le rapport anharmonique 


des points O, M, 1, N est égal à celui de leurs correspondants 
O, M’, I, N'; on a donc 


MO , NO CANON 


ME NI MI Ne À, 


À désignant une constante; donc on peut définir une figure 
homologique d’une figure donnée, par rapport à un centre O 
et un plan, une figure dont les points correspondent à ceux 
de la figure donnée, de telle sorte que, M étant un point de 
la figure donnée, M’ son correspondant, on ait, en appelant 1 
le point où MO rencontre le plan, 


MO ,M'O 1 
MISIM Fe 


À désignant une constante. Si le plan en question a pour 


y] 
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équation 3 = À et si le point O est pris pour origine, on a 


ra Y z 3 — 
hs MAT DE ar À 7 FA 
5 EIRE à z 3'— h 


L'homographie et l’homologie ont permis à Poncelet et à 
Chasles de généraliser un grand nombre de propriétés de la 
sphère et d’en déduire des propriétés des surfaces du second 
ordre que l’on peut considérer comme des transformées de la 
sphère; mais, pour l’étude de ces transformations, nous ren- 
verrons aux Ouvrages de ces auteurs ou aux Traités spéciaux 
de Géométrie. 


IIT. — Figures corrélatives. 


Considérons les formules 


ax'+ by + cz'+ d 
a"x'= by Lez = d" 


a'x'+b'y'—+ c'z'+ d' 


0 


5 - ESS 2 
If ! [114 [ ; HT I 
APP ON A SC Se dl 
1" ’ 1/4 ! LES [4 
az + 0"y + c"z + d 
Dee = “oc — Fée s 
I! ‘4 II à [114 [ [LLA 
a"x' +0"y + c'z + d 


et supposons que x’, y’, z représentent, non plus les coor- 
données d’un point, mais les coordonnées d’un plan, quand 
le point x, y, z décrira un lieu d’un certain degré sur le plan, 
z', y', 3! enveloppera une surface de la classe 77, de sorte 
que les formulés précédentes établiront entre deux figures 
un certain mode de correspondance que l’on a appelé corré- 
lation et sur lequel nous ne nous arrêterons pas autrement 
que pour signaler les figures polaires réciproques comme cas 


particulier des figures corrélatives (voir t. If, p. 279). 


Proposons-nous, par exemple, étant données les coordon- 
nées d’un point(x, y,4) d’une surface, de calculer les coordon- 
nées du point correspondant de la transformée par polaires 
réciproques. Soit 


1 ROTE o(æ4, Y, 4, t)=0 
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l'équation de la surface que l’on transforme, / = o désignant 
la surface du second ordre transformatrice; le plan tangent 
à (1) au point (x, y, z) a pour équation 
dv do d9 do 
Y + Z 


Li 7 AP UPUTÉNEE 
dx dy 03 t É 


son pôle æ,, y1, 3, est donné par les formules 


0f 09" (0f 100, 60 FUREUR 


0x, * dx Aù dyi ; OV Le 03, ae el ot à ot ; 


» 
4 


Si, par exemple, f — x} + y} + 3} + {1}, on aura 
is: ta Me 
71° ge AN) op DA ONE 
03 
ou, en supposant 6 — 3 —(Ü(x, y) et en posant p— 
Vies 0x 
QE dy? 
AR PAT A RO À I 
ONE D RE 


Si l’on prend f = x} +y —23,,0ona 


MT SN VONT TR Z1 


P 4 —1 %—pz—qy 


La transformation de Legendre dont 1l a été question 
(t. 1, p. 211) et qui a été utilisée par Monge pour l'intégra- 
uon de l’équation aux dérivées partielles de la surface minima 
a pour but de substituer aux coordonnées d’une surface les 
coordonnées de sa transformée par polaires réciproques rela- 
tivement au paraboloïde x? + y? = 23. 

Il resterait, pour compléter ces théories à peine ébauchées, 
à faire pour les surfaces ce que nous avons fait pour les lignes, 
mais ce travail présente de grandes difficultés qui sont loi 
d’être vaincues, et qui d’ailleurs ne présentent pas pour nous 
le même intérêt. La théorie de la transformation des courbes 
planes contenait en effet celle des fonctions abéliennes. 


NOTE SUR LA MÉTHODE D’AMPÈRE. 


. La méthode que nous avons indiquée pour intégrer l’équa- 
tion (p. 210) 
Rr+Ss+Ti+M(rt—s2)N=—o 


et que nous avons développée pour le cas où M2 o est tout à 
fait générale : elle s’'appliquerait à des équations de la forme 


(1) F(r,s, l,P; 4: 3, &, Y)—=0, 


mais elle conduit alors à des calculs inextricables. Ainsi, en 
admettant l’existence d’une intégrale intermédiaire 


Je, Vs 3 P; q) 4 y 
on aurait, comme dans le texte, 


(2) HR OMECTE 


; FT = $ == O, 
0x 0p 0q 
(4 of of 

; PRE Se L'EO: 
enr) run 9q 


Si l’on élimine 7° et £, par exemple, entre (r) etces deux équa- 


tions, On aura une équalion 
PESTE O: 


Si celte équation peut se mettre sous forme entière, en 
égalant les coefficients des diverses puissances de $ à zéro, 
on obtiendra des équations simultanées aux dérivées par- 
uelles auxquelles devra satisfaire la fonction f. On voit que 
cette méthode, intéressante en théorie, sera d’un usage à peu 


près nul en pratique. 1 
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NOTE SUR LES TRAJECTOIRES ORTHOGONALES. 


Supposons que l’on donne les équations différentielles 
d’une famille de courbes, à savoir 


dx dy dz 
() B'MRAT SE A. 


où X, Ÿ, Z désignent des fonctions de x, y, z. Les intégrales 
des équations (1) renferment deux constantes arbitraires et, 
par suite, les équations (1) représentent des courbes, telles 
qu'il en passe une par un point quelconque de l’espace, ou 
du moins, 1l en passe un nombre fini ou infini ne formant 
pas une surface. Proposons-nous de trouver des surfaces 
normales en chacun de leurs points aux courbes repré- 
sentées par la formule (1). 

Soit dx, dy, 03 un déplacement effectué sur la surface nor- 
male, si elle existe; on devra avoir 


dx 0x + dy dy + dzôz =0 
et, par suite, en vertu de (1), 
X dx + Y Ôy + Y Ôz — 0. 


Cette équation, que l’on peut aussi écrire, en remplaçant le à 
par un d, 


(2) X dx + Y dy -— Z dz = 0, 


est aux différentielles totales ; on en conclut : 1° que la surface 
normale cherchée n’existe pas toujours; 2° que, pour que 
cette surface existe, 1l faudra que l'on ait 


PET 0Z 1/02 oX oX OY 
(3) (ES) )+2(S eo 


3° si cette relation a lieu identiquement, il existera une infi- 
nité de surfaces orthogonales à notre système de courbes : 
ces surfaces fourniront une famille représentée par l'intégrale 
complète de (2); 4° enfin, si la valeur de z ürée de (3) satis- 


NOTES. 329 
fait à (2), 1l y aura un nombre limité ou illimité de surfaces 
normales aux courbes (1), mais ne remplissant pas tout l’es- 
pace. 

Au contraire, quand on se donne une famille de surfaces, 
cette famille a une équation aux différentielles totales, telle 
que (2), et, par suite, 1l existe des trajectoires orthogonales 
ayant (1) pour équations différentielles. 

_ Cherchons, par exemple, les trajectoires orthogonales de la 
sphère 
(4) 2-4 (% — a cosy? + (y — a sinp)?— a?, 
qui enveloppe un tore avec un trou infiniment petit. Quand 
on fait varier ©, & restant constant, l'équation aux différen- 
telles de la surface est 
(æ —acoso) dx +(y —asine) dy + 3 dz —0, 


où © doit être remplacé par sa valeur tirée de (4) ou de 


(5) T+ Y?+ 3?—= 924% COSY + 24Y SINno. 
Les équations différentielles des trajectoires sont 


dx dy v dz 


(6) a 


Æ — «a cos ® HE «a sin 2 3 


Les formules (5), (6) s’intègrent en posant 
æ = cos, vers; 
elles deviennent alors 


(7) r2+ 32 = 2ar cos(Ù — v), 


dr cos 0 -- 7 sin0 4 dy sin0 -- r cos 0 dû dz 
NE 


_rcos0 — « COS © 18 © ati sin © z 
et les dernières donnent lieu aux suivantes 


dr w r dû ds 


r—acos(0 +) asin(Ü—e) 


L. — Jraite d'Analyse, XI. 20. 
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ou, en ayant égard à (7), 


| or ar 2 r2? db __ dz 
(8) = = Se = TZ 


on re de là 
orzdr+(2— r?)dz=0, 


équation homogène qui a pour intégrale 


on re de là 7 en foncüon de 3, et 4 s’obuüent en fonction de 


in 


au moyen d’une quadrature. 


Considérons un point matériel en mouvement : soient æ, y, 


ù 


ses coordonnées ; w, », # les composantes de la vitesse de ce 
point à l’époque £. S'il arrive que uw, », puissent s'exprimer 
en fonction de æ, y, z, de telle sorte que u dx + + dy + w ds 
soit une différentielle exacte do, ou le devienne par l’apphi- 
cation d’un facteur : 

1° L’équation & — const. représentera une famille de sur- 
faces ; 
2° Les équations des trajectoires seront 


et les trajectoires du mobile compatibles avec les circonstances 
initiales pour lesquelles u dx + 6 dy + w dz est, à un facteur 
près, une différentielle exacte, seront toutes normales aux 


surfaces de la famille 6 — const. 
Or les équations du mouvement sont de la forme 


du LE 0H do A oH dw 0H 
At 0 0x ? FRE LTE 0y “dt 0 
dx, 0H AY RSODE ds! "0 
1 Mo eDu | A LOS dt "FD 


pour les ramener à cette forme, il suffit, en désignant par w la 


© 
© 
— 
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fonction des forces, de poser 
H = + (u? + p2+ m2) — w; 
donc il existera des intégrales 
= Const, g—="const., h — const. 


donnant lieu aux formules 


(J; g)=0;, (&, A)=0, (h, f)= 0, 


et par conséquent rendant w dx + 6 dy + w dz différentielle 
exacte; 1l suffit pour cela que f, g, fassent partie d’un sys- 
tème canonique. Cela aura lieu, en particulier, si f, g, h sont 
les valeurs de x, y, z pour { = (5, puisque l’on sait que les 
valeurs initiales des variables sont des constantes canoniques. 

On peut donc dire que, si un point matériel part d’une 
position fixe avec des vitesses initiales variables en direction, 
mais toujours sollicité par les mêmes forces provenant de 
l'attraction de centres fixes agissant suivant des fonctions de 
la distance, ce point décrira dans ces circonstances des tra- 
Jectoires normales à des familles de surfaces. 
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